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FONCTIONS MÉROMORPHES. 



TI PRÉFACE. 

Ton obtient en considérant les solutions des équations aux déri- 
vées partielles de la Physique mathématique comme fonctions de 
certaines constantes figurant dans les équations. 

Parmi les travaux publiés depuis l'apparition de mes Leçons sur 
les fonctions entières, on doit citer surtout ceux de MM. Pierre 
Boutroux, Ernst LIndelôf et Edmond Maillet; j'en ai indiqué les 
principaux résultats, consacrant des Notes aux Mémoires qui n'ont 
paru qu'après la fin du Cours. 

On me permettra sans doute d'exprimer le vœu de voir ce nou- 
veau petit Livre être aussi l'origine ou l'occasion de nombreuses 
recherches; il reste encore beaucoup de progrès à accomplir dans 
la théorie. 

Enfin, je tiens à remercier M. Ludovic Zoretti de la rapidité et 
du soin avec lesquels il a accompli la tâche qu'il avait assumée, et 
à me féliciter de la distinction avec laquelle il s'en est acquitté. 

Paris, le 4 décembre 1902. 
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FONCTIONS MÉROMORPHES. 



CHAPITRE I. 

LE THÉORÈME DE M. MITTAG-LEFFLER. 



I. — Généralités sur les fonctions analytiques. 

Nous rappellerons d'abord les principales propriétés des fonc- 
tions analytiques et de leurs singularités. 
Étant donnée une expression de la forme 

où P et Q sont deux fonctions uniformes de x et de^, on dit que 
c'est une fonction de la variable complexe z^=x-\-iy. Si Ton 

pose 

/{z) = P{x,y)-^iq{x,y), 

on dit que cette fonction est analytique dans un domaine si l'ex- 
pression 

' 7i ' 

où z est une constante et h une variable ayant pour limite zéro, 
tend, quel que soit z dans ce domaine, vers une limite indépen- 
dante du chemin décrit par le point z-\-h pour venir se confondre 
avec le point z, 

Caucliy a démontré que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il 
suffit que P et Q admettent, par rapport k x et y, des dérivées 
premières continues vérifiant les deux conditions 



oP 


dQ 


ôx 


ày 


ôy - 
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L'hypothèse de la conliniiilé des dérivées premières est inutile, 
comme Ta montré M. Goursat (*). Leur existence suffit pour que 
la fonction soit analyti([ue. Les fonctions P et Q sont toutes deux 
harmoniques, c'est-à-dire vérifient l'équation de Laplace 

Une fonction analytique uniforme est dite holomorphe dans un 
cerlain domaine si, en chacun des points de ce domaine, elle est 
pourvue d'une dérivée continue. Étant donné un chemin AMB 
entièrement situé dans un domaine où la fonction f{z) est holo- 
morphe, on définit l'intégrale 

f f^z)dz 

* AMb 

comme la somme de deux intégrales curvilignes 

et l'on démonlre que les conditions de Cauchy sont nécessaires 
et suffisantes pour que celte intégrale ne dépende que des extré- 
milés A et B du contour d'intégration et nullement du chemin 
suivi. Il en résulte que, si le contour est fermé, l'intégrale est 
nulle. Enfin l'intégrale 



X 



définit une fonction uniforme de Z : F(Z). Cette fonction est 
analytique et admet pour dérivée /(Z). 

Toute la théorie de Cauchy est dominée par le fait que l'inté- 
grale 

' /(Z)rlz 



.0 



est nulle si C désigne un contour fermé à l'intérieur duquel la 
fonction est holomorphe. On en déduit sans peine la formule 
fondamentale dite intégrale de Cauchy donnant la valeur d'une 

(•) American Transactions, 1900. 



LE THÉORÈME DE M. MITTAG-LEFFLRR. 3 

fonction à Tinlérieur d'im domaine où elle est holomorphe, 
connaissant la succession de ses valeurs sur le bord. Si x est un 
point de ce domaine et G le contour qui le limite, on a 






Remarquons que si x est extérieur à G, le second membre est 
nul. G'est là un exemple remarquable d'une expression analytique 
ayant des valeurs différentes suivant la région du plan que Ton 
considère. 

Au sujet de l'intégrale de Gauchy, il n'est pas inutile de faire 
une remarque. Donnons-nous au hasard une succession de valeurs 
sur un contour fermé G d'une fonction, p{s)-h iq{s)j par exemple, 
en prenant l'arc, 5, du contour pour variable indépendante (/? et q 
admettant pour période la longueur totale de ce contour). Si Ton 
forme l'intégrale 

il ne faudrait pas croire que cette fonction de x prenne sur G la 
succession de valeurs p{s) -]- iq(s). En effet, il n'existe pas en 
général de fonction, holomorphe à l'intérieur de G, prenant sur 
le contour les valeurs données. 

Pour voir qu'il n'existe pas une telle fonction holomorphe, 
nous remarquerons que les valeurs prises sur G par une fonc- 
tion holomorphe ne sont pas arbitraires; si l'on désigne par 
P(x^y)-h îQ^{Xj y) celte fonction, on pourra bien déterminer 
la fonction harmonique et régulière P(x,y), de manière qu'elle, 
prenne sur G la succession de valeurs p{s); mais alors Q sera 
déterminée à une constante additive près et, par suite, q{s) ne 
peut être prise au hasard ( * ). 

De l'intégrale de Gauchy résulte immédiatement le développe- 
ment en série de Taylor d'une fonction holomorphe dans le voisi- 



(*) On peut démontrer que l'intégrale J définit en dedans et en dehors du 
contour C deux fonctions holomorphes tendant uniformément sur G vers deux 
unités continues de valeurs, la différence de ces valeurs étant justement 

p(s)-hîq{s). 
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nage d'un point et, par suite, Texistence pour cette fonction de 
dérivées de tous ordres : Étant donné un cercle de centre Zq et 
de rayon R entièrement intérieur au domaine d'holomorphie 
d'une fonction /(z), on peut former une série 

Ao4- Ai(;5 — ^ïo) -h. . .-h A„(;î — ^0)"-+-. . ., 

qui, à l'intérieur de ce cercle, converge et représente f{z). De 
plus, cette série converge absolument et uniformément dans un 
cercle de centre Zq et de rayon R'<; R. 

On en déduit aussi le développement plus général de Laurent, 
sous forme d'une série ordonnée, suivant les puissances positives 
et négatives de z — Sqj développement valable pour tout point 
situé entre deux cercles concentriques intérieurs au domaine 
d'holomorphie. De plus, si l'on considère deux cercles concen- 
triques aux premiers et intérieurs à la couronne comprise entre 
les premiers, la convergence est uniforme entre ces deux cercles. 

Si une fonction est holomorphe dans un cerlain domaine, tout 
point intérieur à ce domaine sera dit régulier. On pourra évi- 
demment de ce point comme centre tracer un cercle entièrement 
intérieur au domaine d'holomorphie et, par suite, la fonction sera 
développable en série de Taylor dans ce cercle. Un point régulier 
est donc caractérisé par le fait d'un tel développement valable en 
ce point et dans son voisinage. Cette conséquence de la théorie de 
Cauchy a été prise par Weierslrass comme définition des fonc- 
tions analytiques. 

Tout point non régulier est un point singulier. Un point sin- 

Fig. I. 



(^ 



gulier sera dit isolé si, de ce point comme centre, on peut tracer 
un cercle à l'intérieur duquel il n'y ait pas d'autre point singulier 
que celui que nous considérons (*). Soient a un tel point (/7^. i) 

(<) Dans ce qui suit, nous supposons implicitement les points singuliers isolés. 
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et C un cercle jouissant de cette propriété. Entourons le point a 
d'un cercle c de centre a et de rayon infiniment petit. La fonc- 
tion considérée est holomorphe entre les deux cercles C et c. On 
peut donc la développer en série de Laurent valable en tout point 
de cette couronne. Les coefficients de ce développement ne 
dépendent d'ailleurs pas du rayon de c. Comme ce rayon est 
pris arbitrairement petit, nous pouvons dire, en somme, que ce 
développement est valable en tous les points intérieurs à C, sauf 
au point a, II peut alors se présenter deux cas qui vont nous 
conduire à distinguer deux catégories bien différentes de points 
singuliers. 

Si la partie fractionnaire du développement de Laurent com- 
prend un nombre limité de termes, le point a sera dit pôle de la 
fonction. On aura alors, dans le cercle C, 

/(^)=^ij^+ (, ■!";;.- +---+»»+^'(^-'')+---- 

Le nombre entier n sera dit Vordre du pôle a. Le produit 
/(z)(z — a)" est régulier au point a et différent de zéro en ce 

point. Il en résulte que la fonction -j- — - peut s'écrire 

g{z) étant régulière et différente de zéro au point a, La fonc- 
tion . n'admet donc plus le point singulier a; a est au con- 
traire un zéro d'ordre n de cette fonction. 

Remarquons encore que si z tend vers a, f{z) tend régulière- 
ment vers l'infini, c'est-à-dire que, quel que soit le nombre 
positif M donné à l'avance, on peut trouver un nombre p tel que, 
sous la condition 

1^ — «l<P» 
on ait 

l/(-')l>M. 

Les choses se passent tout à fait différemment lorsque la partie 
fractionnaire du développement de Laurent est illimitée. On a 
alors un point singulier essentiel de la fonction. Ce point est 

aussi un point singulier essentiel de la fonction -77— r* En effet, si 
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c'était un point régulier de celle fonction, ce serait, soil un pôle, 

soil un point régulier de /(z)] et si c'était un pôle de -j- — , ce 

serait un zéro de/(^). Plus généralement, une transformation 
homograpliique quelconque effectuée sur /[z) conserve le carac- 
tère du point singulier essentiel. 

Une deuxième différence* entre les pôles et les points essentiels 
consiste dans la manière dont se comporte la fonction dans le 
voisinage de ces points. Si Ton considère un cercle de rayon aussi 
petit qu'on voudra entourant un |)oint essentiel, dans ce cercle, 
la fonction /(c) se rapproche autant qu'on veut de toute valeur 
donnée. 

Les points essentiels introduisent donc une complication beau- 
coup plus grande que les [)ôles, et il est à prévoir que les diffi- 
cultés que l'on rencontrera dans l'étude des fondions dépendront 
beaucoup plus de leurs singularités essentielles que de leurs 
singularités polaires. 

Si nous voulons classer les fonctions au point de vue de leurs 

• singularités, nous placerons donc en première ligne celles qui 

n'ont aucune singularité ou qui n'ont qu'un nombre fini de pôles. 

Cherchons quelles sont ces fonctions. Soient «i, a^^ ..., a,i les 

pôles à distance finie, a,, «o» • • •> ^n leurs ordres. Le produit 

?(^) =/(-)(- — «1 )^« . . . (x; ~ an)^n 

n'admet plus d'autre singularité qu'un pôle à l'infini, c'est-à-dire 

que le quotient -^^^^ est fini partout pour une certaine valeur 

entière de m. Or ^{z) est évidemment représenlable en série de 
puissances convergente dans tout le plan : 

et l'on voit immédiatement, en intégrant -^^ sur un cercle de 
centre O et de rayon arbitraire R, que Ton a l'égalité 

roiz)dz 

Je dis que, si /> > rti^ ap=o. En effet, il existe une certaine 
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constante M telle que 

\^(z)\<mvn 

pour I ^ I = R. On a, par suite, 

quel que soit R, et il s'ensuit bien que ap = o. Par suile, ^{z) se 
réduit à un polynôme et /{z) à une fraction rationnelle. Ce sont 
(Jonc là les fonctions les plus générales qui n'admettent aucun 
point essentiel et dont le nombre des pôles est fini. 

Insistons un peu sur cette dernière restriction. Le fait de sup- 
poser le nombre des pôles infini introduit un élément de compli- 
cation analogue à celui qu'introduirait l'existence d\iu point 
essentiel. Si nous suivons, en effet, dans ce cas une marche ana- 
logue à la précédente, nous serons conduits à introduire une fonc- 
tion ayant pour zéros les pôles de la première, et ce sera non plus 
un polynôme, mais, comme on le verra à la fin du Chapitre, une 
fonction à point essentiel. 

Nous serons conduits, en second lieu, à considérer des fonc- 
tions admettant un seul point essentiel. Si a est ce point essentiel, 
la transformation homographique 



c'est-à-dire 

I 

. = «-.-. 

efl'ectuée sur la variable, substitue, à la fonction considérée, une 
autre fonction ayant un seul point essentiel qui est le point à l'in- 
fini. Si la fonction n'a pas d'autre point singulier, nous dirons 
que c*est une fonction entière (*). Si elle a, en outre, des pôles à 
distance finie, nous dirons que c'est une fonction méromorphe. 
Le cas où le nombre des pôles est fini est évidemment le plus 
simple, puisque alors la fonction est le quotient d'une fonction 
entière par un polynôme. Si le nombre des pôles est infini, l'étude 



(') Certains auteurs emploient l'expression transcendante entière pour éviter 
la confusion avec les polynômes. En convenant de ne jamais désigner ceux-ci 
sous le nom de /o/ic/to/i entière notre locution n'introduit aucune ambiguïté. 
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des fonctions méromorplies est un peu moins simple. Comme 
nous le verrons, la fonction est alors le quotient de deux fonctions 
entières. Nous pouvons dès lors prévoir, ce que la suite ne fera 
que confirmer, que Tétude des fonctions méromorphes se rappro- 
chera de celle des fonctions rationnelles, comme l'étude des fonc- 
tions entières se rapproche de celle des poljnomes. 

Avant d'enlrer dans l'élude des fonctions méromorphes, nous 
ferons une remarque qui nous sera souvent utile. Nous pourrons 
toujours supposer que Forigine des coordonnées n'est pas un pôle 
de notre fonction. Si l'origine était un pôle, il suffirait de la trans- 
porter en un autre point, régulier pour la fonction. Mieux encore, 
il suffît de retrancher de la fonction la partie principale relative à 
l'origine; on ne modifie pas ainsi les singularités de la fonction 
autres que l'origine, qui devient un point régulier. 

Pareillement un simple changement d'origine permet de sup- 
poser que l'origine n'est pas un zéro de la fonction. 



II. — Le théorème de M. Mittag-Lejjfler, 

Le premier développement que nous allons donner des fonc- 
tions méromorphes est analogue à la décomposition des fractions 
rationnelles en éléments simples. Ce développement a Tavantage 
de mettre en évidence les singularités de la fonction : dans ce 
but, nous ferons correspondre à chaque pôle un certain groupe 
de termes caractérisant la manière dont la fonction devient infinie 
en ce point. 

Soit a un pôle d'une fonction analytique uniforme /(;?). Au 
voisinage de ce pôle, le développement de/(^) prend la forme 

/(^) = — P-^ -- -h -. ^^-' -i-...-f--l!- -+-Ao+A,(5-a)-f-... 



ou 



f^-) = '^(jii-^^M^-^)^ 



P désignant un polynôme et/i une série entière. Considérons alors 
la différence 



/w--G-è,)- 
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Il esl maDifeste que cette différence admet le point a comme 
point régulier et que, d'autre part, elle n'admet pas d'autres singu- 
larités que celles de la fonction y(2). C'est cetle remarque qui va 
nous conduire au développement cherché. 

Examinons d'abord un cas simple, celui où la fonction méro- 
morphe f{z) admet un nombre fini de pôles «,, a^, ..., «a- 
A chacun de ces pôles correspond une certaine partie principale 

Si Ton forme la différence 

„.,=y„-P,(-^)_P,(_^J_,...-P,(_l^^), 

cette fonction n'admet plus les pôles ai, «2, . . . , a^. Elle n'admet 
donc aucune singularité à distance finie, et par suite c'est une 
fonction entière. On aura donc pour/(3) le développement sui- 
vant : 



/(.)=,(.) ^2 Kj^J' 



le signe ^ étant étendu à tous les pôles de f{z) et ^{z) étant 

une fonction entière. 

Nous allons obtenir un développement analogue dans le cas où 
le nombre des pôles est infini. Nous commencerons par faire deux 
remarques : 

i" Dans une région limitée du plan, le nombre des pôles est 
limité. Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi. Considérons 
une aire A où nous su|)poserons le nombre des pôles infini. 
Entourons-la d'un carré et divisons ce carré en quatre carrés égaux 
par des parallèles aux côtés. L'aire A est ainsi divisée en quatre 
aires partielles au plus dans l'une desquelles, au moins, le nombre 
des pôles est infini. Soit A4 cette aire. Divisons de même en quatre 
carrés égaux le carré qui la contient, et ainsi de suite. Nous obte- 
nons ainsi une suite de carrés dont chacun est intérieur au précé- 
dent, a un côté deux fois moindre et contient une infinité de pôles. 
Ces carrés ont donc un point limite a qui est un point de l'aii^ ou 
de son contour. Traçons, avec ce point pour centre, un cercle de 
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rayon arbitrairement petit. Nous pourrons toujours, dans la suite 
des carrés, en choisir un qui soit intérieur au cercle et il en 
résulte que ce cercle contient un nombre infini de pôles; a ne 
saurait donc être un point régulier de la fonction, et d'autre part 
ce n'est pas non plus un point singulier isolé. Nous tombons donc 
sur une contradiction. 

2" Il suit de là que nous pourrons ranger les pôles par ordre de 
module croissant. Nous considérerons pour cela une suite de 
cercles ayant pour centre ^origine et dont les rayons croissent 
indéfiniment suivant une loi quelconque. Chacune des couronnes 
comprises entre deux cercles consécutifs contient un nombre fini 
de pôles qu'il sera alors aisé de ranger par ordre de module 
croissant. Nous supposerons que cette opération a été faite et 
nous désignerons par ai, «o? ... les pôles ainsi rangés; si plusieurs 
pôles en nombre forcément limité ont le même module, on les 
rangera dans un ordre quelconque. 

Ces remarques faites, nous pourrons facilement généraliser la 
méthode suivie dans le cas où le nombre des pôles est fini. Nous 

serions conduits à retrancher de f{z) l'expression N Pf-^^^^ — ) 

qui est maintenant une série de fractions rationnelles. Mais rien 
ne prouve que cette série soit convergente. Nous ajouterons donc, 
à chacun de ces termes, une certaine expression de nature à rendre 
la série convergente, et telle, d'autre part, qu'il ne s'introduise pas 
de singularités nouvelles. 

Considérons, à cet effet, la fraction rationnelle la plus générale 
qui admette, en l'un des pôles a/, le même développement polaire 
que la fonction /(5). Cette fraction est évidemment 



^'•(^> = '''(7^.)^^'( = ^' 



Pi et Q/ étant deux polynômes. Faisons de même pour chacun 
des pôles et considérons la différence 

?(-)=/(^)-Ri(^)-H2(^)-...-R/(5)-.... 

Nous allons démontrer qu'on peut choisir les polynômes Q/ de 
manière que, en désignant par R'^ la dérivée de R/, chacune des 
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séries 

converge uniformément dans toute aire finie, A, ne contenant 
aucun des pôles a/. (Pour fixer les idées, on pourra entourer chaque 
pôle d'un cercle de rayon très petit, on tracera un cercle de rayon 
très grand ; le domaine de convergence uniforme est alors Taire inté- 
rieure à ce dernier cercle et extérieure aux premiers.) On sait que, 

dans ces conditions, la série y]R<(s) et par suite la fonction ^{z) 

sont analytiques. D'autre part, cette fonction n'a aucune singula- 
rité, puisque les seules possibles sont les pôles, et que ceux-ci 
disparaissent dans la diQ*érence ; c'est donc une fonction entière et, 
en définitive, on a poury(;;) le développement suivant : 

Reste à démontrer qu'il est possible de choisir les poly- 
nômes Q_i(z) de manière«que les séries T) R/(^) et ^R^(g) 

convergent uniformément. 11 suffit de démontrer la convergence 
uniforme de la seconde ; il en résulte immédiatement qu'elle 
est intégrable, terme à terme, et que son intégrale est conver- 
gente, si les constantes d'intégration sont convenablement choisies. 
Considérons un des pôles a^ {/ig» 2) et traçons de ce point, 

Fig. ^. 




comme centre, un cercle de rayon pA assez petit pour que, si 
l'on trace un cercle ayant pour centre l'origine et tangent exté- 
rieurement au premier, le rayon /> de ce cercle croisse indéfini- 
ment avec \a/ç\. Soit P'aYi^^^ — ) la partie principale de R';^ rela- 
tive à ce pôle. On peut dans le cercle Ca de rayon / a développer 
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celle fraclion ralionnelle en une série enlière sous la forme 

ce développemenl convergera uniformémenl à l'inlérieur du 
cercle Ca. Par suite, élanl donné à l'avance un nombre ea, aussi 
pelil qu'on voudra, on pourra toujours trouver un entier /?a assez 
grand pour que l'on ail 






Cfzi 



<H' (»). 



Ce sont ces polynômes 



^cfz'^.-Q',(z) 



que nous introduirons dans nos formules. On aura alors dans 
toute l'aire intérieure à Ca 

|RA(-)|<eA. 

Il nous sera alors aisé de montrer que Ja série \^ K'a(^) converge 

uniformément dans une aire A qui ne renferme aucun des pôles. 

Fis:. 3. 




Traçons, en effet, un cercle C {/Ig* 3) ayant pour centre l'origine 
et renfermant entièrement à son intérieur l'aire A. Soient «i, 
^2, ..., a/i les pôles en nombre fini tels que les cercles Ci, Cj, ..., 
Ca correspondanls soient intérieurs à C; R', ,R2, ..., R>i les termes 
de la série qui leur correspondent. Dans l'aire A, qui ne contient 



(^) L^uniformilé de la convergence suppose que rentier/?^ étant ainsi clioisi, 
l'inégalité subsiste pour les valeurs plus grandes. Pour le raisonnement actuel, 
cela est inutile; il sufGt que, pour chaque valeur de Ar, il existe un entier p^ 
vérifiant cette inégalité. Cette remarque pourra être utilisée dans certains 
exemples. 
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aucun des pôles, la somme de ces termes est évidemment finie, et 
il est inutile d'en tenir compte dans l'étude de la convergence. 
Pour les autres pôles «a> les cercles Ca qui correspondent à 
chacun d'eux comprennent C à leur intérieur. On aura par suite 
dans C et a fortiori dans A 

iRU^)l<eA-, 

et il suffit alors de prendre pour les tk les termes successifs d'une 
série convergente à termes positifs pour que l'uniformité de la 

convergence de la série ^I^a(^) ^^^^ manifeste (on prendra, par 

exemple, tk= j\ 

Nous avons donc obtenu un premier développement très im- 
portant des fonctions méromorphes. Dans la méthode que nous 
avons suivie il entre peu d'arbitraire dans le choix des polynômes 

qui assurent la convergence de la série ^R«(5) : nous prenons 

pour les former les premiers termes du développement en série 
de Taylor de la partie principale relative à chaque pôle ; le nombre 
seul de ces termes dépend du choix des e^; mais chacun d'eux est 
déterminé. D'une manière plus précise, on peut dire que, pour un 
pôle d'ordre donné, les coefficients de ces développements sont 
des fonctions à coefficients numériques des coefficients qui 
entrent dans la partie principale et de l'affixe du pôle. On peut 
donner des formes beaucoup plus générales aux polynômes intro- 
duits. Mais nous n'y trouverions aucun avantage, un développe- 
ment d'une forme déterminée étant beaucoup plus utile qu'un 
développement plus arbitraire. Par exemple, rien n'empêche de 
développer en série la fonction entière ^(2) et d'en distribuer les 
termes entre les polynômes Q. Nous aurions une expression en 
apparence plus simple puisque la fonction entière qui figure dans 
notre développement aurait disparu, mais nous aurions perdu le 
bénéfice de cette forme canonique que nous avons donnée aux 
polynômes Q. Comme on ne sait rien sur la fonction 'f (5), ces 
polynômes seraient enlièrement arbitraires, sauf, bien entendu, 
les restrictions nécessaires à la démonstration. 

Le théorème précédent a été obtenu pour la première fois par 
M. Mittag-Leffler. Nous allons en déduire le théorème fonda- 
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mental de Weierslrass, ce qui nous fournira roccasion de rappeler 
la définition du genre d'une fonction entière. Remarquons que 
l'ordre que nous suivons n'est pas l'ordre chronologique. C'est 
au contraire le théorème de Weierstrass qui a été démontré en 
premier Heu et par une voie assez différente de celle que nous 
avons adoptée, quoique au fond équivalente. 



m. — Le théorème de Weierstrass. 

Ce théorème est relatif au développement d'une fonction en- 
tière en un produit de facteurs mettant chacun en évidence un 
zéro de cette fonction. 

Soit (j{z) une fonction entière admettant le point a pour zéro 
d'ordre /i. On pourra écrire 

G(5) = (3-a)«G,(.3), 

G|(5) étant une fonction entière qui n'admet plus le zéro a. 
Considérons la dérivée logarithmique de G(z). Nous aurons 

G^iz) ^ n ^ G\{z) 
GU) "" z — a "^ G,(;;)' 

et comme G| («) ^ o, cetle dérivée admet visiblement le point a 
comme pôle simple de résidu n. 

On verrait de même qu'un point régulier de G(^), qui n'est 
pas un zéro, est un point régulier de la dérivée logarithmique. I.a 
dérivée logarithmique d'une fonction entière est donc une fonc- 
tion méromorphe (*). Appliquons-lui le théorème de M. Mittag- 
Leffler, nous aurons 

Gk étant un zéro d'ordre /i^de la fonction G{z) et g{z) désignant 
une fonction entière. Quant au polynôme Pa> il est composé d'un 

certain nombre de termes du développement en série de ^ — 



(*) Il en résulte qu'une fonction entière a un nombre limite de zéros dans une 
région limitée du plan. 
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Supposons, ce qui est toujours possible (*), les a^ différents de 
zéro et inlc^grons entre zéro et z. Nous aurons 

en posant 

* 

et en désignant par T(^z) une nouvelle fonction entière. Par suile 

G(5) = G(o)er(s) JJ /, — l.y^O*P). 

Cette formule résume le théorème de Weierstrass. 

Voyons quelle est la foxme du polynôme Qa(^)- Nous aurons 

et par suite 

Qa-(s) = ai/( -- -+- -—-h... H ], 

les entiers |^a étant tels que la série de fractions rationnelles 
converge. Il suffît de prendre pour cela Pa= A", comme on le'voit 
aisément. On aura alors pour développement d'une fonction 
entière quelconque l'expression 

G(5) = G(o)eru)Jj/,_^V''»'^î^;"^* ■"^AaJ. 

Mais il peut arriver que Ton puisse choisir pour ^a une valeur 
moindre, par exemple une valeur/) qui sera la même pour tous 
les zéros. Si, de plus, T{z) est un poljnome de degré p au plus, 
on dit que la fonction est de genre /> et son développement est de 
la forme 

G(5) = G(o)er(=)JJ^- J.^e'^"^""^K. 
On voit aussi facilement qu'une condition nécessaire pour qu'il 

( ' ) Voir page 8. 
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en soit ainsi est que la série 

soit convergente. 

Faisons encore une remarque sur le facteur exponentiel e^^^K 
Comme tout à Theure pour la série de M. Mittag-Leffler, on 
pourrait le faire disparaître en en répartissant les différents fac- 
teurs entre les exponentielles du produit infini. Ici encore on n'y 
trouverait qu'un avantage apparent. Il vaut bien mieux conserver 
la forme canonique du facteur que Weierstrass a appelé /acteur 
primaire, c'esl-à-dire de l'élément du produit infini. 

Nous n'insisterons pas davantage sur le théorème capital de 
Weierstrass. Nous avons déjà développé son étude, ainsi que celle 
de la notion de genre (*). Nous avons voulu simplement, au sujet 
du théorème de M. Mittag-Leffler, indiquer un moyen simple de 
retrouver ce résultat. 

Signalons cependant une conséquence du théorème de Weier- 
strass, très importante et qui nous intéresse directement. C'est le 
théorème suivant : 

Toute fonction méromorphe est le quotient de deux fonc- 
tions entières. 

En effet, soil/(5) une fonction méromorphe. On peut former 
une fonction entière admettant pour zéros les pôles Ac f(^z) avec 
leur degré de multiplicité. SoitG(i;) cette fonction. Le produit 
/(:;) (j{z) sera alors visiblement une fonction entière F(z) et 

l'on aura 

Viz) 



/(^) = 



G(.-)' 



C'est ce que nous voulions démontrer. 

L'expression que nous venons d'obtenir est à rapprocher du 
développement de M. Mittag-Leffler. Ces expressions rapprochent 
toutes les deux les fonctions méromorphes des fractions ration- 
nelles. 



(•) Voir BoREL, Leçons sur les fonctions entières, — Le Mémoire de Weier- 
strass a été traduit dans les Annales de l'École Normale, 1879. 



CHAPITRE IL 

LA SÉRIE DE TAYLOR. 



I. — Le rayon de com^ergence. 

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d'étudier les pro- 
priétés des fonctions méromorphes, et en particulier leurs singu- 
larités, au moyen de leur développement en série de puissances, 
c'est-à-dire au moyen d'un développement de la forme 

Nous supposons implicitement que l'origine n'est pas un point 
singulier : nous avons vu dans le Cliapitre précédent que cette 
hypothèse est légitime. 

Nous aurons donc à notre disposition deux développements 
différents, présentant chacun leurs avantages et leurs inconvé- 
nients : le développement de Taylor a l'avantage d'être un instru- 
ment de calcul très souple, très maniable, auquel s'appliquent 
dans une large mesure les opérations du Calcul différentiel et du 
Calcul intégral. Il présente de plus un caractère de généralité très 
avantageux pour des recherches sur la théorie générale des fonc- 
tions, mais qui est plutôt une gène dans l'étude d'une catégorie 
particulière de fonctions comme les fonctions méromorphes. En 
effet, ce développement ne met nullement en évidence les singu- 
larités de la fonction qu'il représente, ce qui est au contraire le 
grand avantage du développement de M. Mittag-Leffler. 

Signalons encore, outre ces deux développements, l'expression 
d'une fonction méromorphe comme quotient de deux fonctions 
entières, due à Weierstrass. Nous étudierons à ces différents 
points de vue les fonctions méromorphes en montrant les rapports 
qu'il y a entre ces études. 

Considérons donc un développement de la forme (i) et com- 
mençons par préciser la notion fondamentale de l'existence d'un 

B. 3 
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rayon de convergence. Cauchy a, le premier, montré que l'on 
pouvait trouver un nombre p tel que la série (i) soit conver- 
genle pour |5| <Cp et divergente pour |:;| >>p. Si Ton trace le 
cercle de rayon p ayant pour centre l'origine, la série sera con- 
vergente à l'intérieur du cercle, divergente à Texlérieur. Ce 
cercle est le cercle de convergence; p est le rayon de conver- 
gence. On ne sait rien sur la nature de la fonction sur le cercle de 
convergence lui-même. Cauchy a démontré de plus que, si Ton 
considère les quantités |v/«ai|> le rayon de convergence est égal 
à Y en désignant par Xla plus grande limite de ces quantités. Mais 

Cauchy n'a pas défini le sens des mots : plus grande limite avec 
la rigueur qui est maintenant d'usage. Le sens de cette expression 
a été précisé par Paul du Bois-Reymond, qui lui donne le nom de 
limite supérieure d^ indétermination. Reprenons brièvement 
cette définition. 

Étant donnée une suite de nombres réels quelconques u^, 
//i, ..., Un, ..., nous rangerons l'ensemble des nombres réels en 
deux catégories. La première, ou classe supérieure, comprendra 
les nombres qui, à partir d'une certaine valeur de n, sont plus 
grands que tous les nombres Un- La classe inférieure comprendra 
au contraire les nombres ne remplissant pas cette condition, 
c'est-à-dire tels qu'il y ait, dans la suite précédente, des nombres 
de rang aussi élevé qu'on veut supérieurs à l'un quelconque 
d'entre eux. Il est bien manifeste qu'un nombre de la classe infé- 
rieure ne saurait être supérieur à un nombre de la classe supé- 
rieure. Cela suffit, on le sait, à établir l'existence d'un nombre L 
séparant les deux classes, la première se composant dès lors des 
nombres supérieurs à L, la seconde des nombres inférieurs à L, 
C'est ce nombre L que du Bois-Reymond appelle //mtVe 5M/?e- 
rieure d^ indétermination. 

On pourra dire encore que les nombres de la suite considérée 
forment un ensemble. L sera le plus grand nombre de l'ensemble 
dérive, c'est-à-dire de l'ensemble formé par les points limites du 
premier. 

M. Iladamard a donné à ce même nombre le nom de limite 
supérieure pour n infini. Ces mots de limite supérieure peuvent 
prêter à confusion : Il peut exister en efi'et des nombres de l'en- 
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semble supérieurs à celte limite supérieure, car la première classe 
contient des nombres qui ne sont pas nécessairement inférieurs à 
tous les nombres de Tensemble. Il vaudrait peut-être mieux em- 
ployer la dénomination de plus grande limite, qui est celle 
de Caucliy et qui se rattache à la théorie des ensembles. Quoi 
qu'il en soit, nous emploierons indifféremment les noms précé- 
dents et nous représenterons L au moyen de la notation suivante 



due à M. Pringsheirn 



lini Un — L, 



que nous écrirons aussi quelquefois 

limi/^ — L. 

Revenons i^^ainlenant à la détermination du rayon de conver- 
gence de la série (i). M. Lecornu avait démontré (*) que, lorsque 

le rapport —- tend vers une limite, l'inverse de cette limite donne 

le rayon de convergence. M. tladamard a résolu d'une manière 
générale le problème dont M. Lecornu avait traité un cas particu- 
lier. Il considère la suite f/,/ = iv/^^/i|- Soit /sa limite supérieure 
pour n infini. Le rayon de convergence de la série est j* 

Donnons en effet à ;; une valeur inférieure en module à . » 
l^j = -j par exemple. Prenons entre \z\ et y une valeur quel- 
conque I 3' j = ^ — ^« A partir d'une certaine valeur de /i, on 
aura 

c'est-à-dire 

La série est donc convergente pour la valeur |^|. . 
Au contraire, si nous donnons à z une valeur dont le module 
soit 

1-1 -Tel' 

(') Comptes rendus, 7 février 1887. 
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il y aura des valeurs de n de rang aussi élevé qu'on voudra, telles 
que 

i^=/-s<|"/«-| 
ou 

La série renfermant une infinité de termes supérieurs à i est 
donc divergente. Le théorème est donc démontré. 

En particulier, si ^n,i croît indéfiniment, le cercle de conver- 
gence se réduit à Torigine. 

Pour que la série soit convergente dans tout le plan, c'est- 
à-dire représenle une fonction entière, il faut et il suffit que l=o. 
Or, si des nombres positifs ont pour limite supérieure d'indéter- 
mination la valeur zéro, ils admettent ce nombre comme limite au 
sens ordinaire du mol, et inversement, car l'ensemble dérivé se 
réduit à cette valeur. Nous dirons, avec M. Hadamard, que les 
nombres considérés tendent régulièrement vers zéro, et, d'après 
cela, on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que 
la série (i) représenle une fonction entière est que Iv/^/i] tende 
régulièrement vers zéro. 

Si lyi^o^ le cercle de convergence a pour rayon y et la série (i) 

définit la fonction f{z) uniquement à l'intérieur de ce cercle. 
Nous allons maintenant étudier la fonction sur le cercle lui- 
même. 



H. — Recherche des pôles dans les cas simples. 
Les résultats de M, Hadamard. 

Pôle unique. — Supposons d'abord que la fonclion f{z) ad- 
mette sur son cercle de convergence un pôle unique d'ordre m. 
Soit a ce pôle. On pourra alors écrire 

Aq, A|, A,„_4 étant des constantes €1^1(3) étant une fonction 
dont le rayon de convergence est supérieur à \a\. En efi'el, la 
différence entre ^(c) et la partie principale relative à a ne doil pas 
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avoir de pôle à l'înlérieur d'un cercle entourant le cercle de con- 
vergence de f{z) et suffisamment voisin de ce cercle. 

Choisissons alors un nombre positif p supérieur à |a | et infé- 
rieur au rayon de convergence àe f^i^z). Si le développement de 
/i (5) en série est le suivant : 

cette série est convergente pour 5 = p, et, par suite, le module de 
chacun de ses termes est inférieur à une quantité fixe M. On a 
donc 



On peut donc poser 






hk ayant un module inférieur à i. 
Ceci posé, on a 

I \ z z^ zi' 

— ■-+-- -f- --h. ..-h- .-r- 

a — ;; a a- a** at*^^ 

En dérivant h — i fois cette égalité, nous aurons 

P 

Calculons alors le coefficient de z* dans les deux membres de 
l'égaliié {'a). Dans le premier membre, le coefficient est a^. Dans 
le second membre, nous aurons une somme de m -|- i termes. 
Les m premiers sont, comme on le voit aisément, 

A = m 



Le (m + 1 )'*"■• est égal à ^- 

1. . 

Cherchons la limite pour k infini de \/a/f. Parmi les m premiers 
termes du second membre, considérons en particulier 



La racine Xr'*''"* de ce terme tend vers -• En effet, la racine du 
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coefficient constant 

tend vers i . Cherchons la limite de 

v/( //« -r- A- — I ) . . . ( A- -+- I ). 

Cette linnile est évidemment i. En effet ^/7{P a pour logarithme 

/>— ^> qui tend vers zéro. Donc l'expression précédente tend 

vers I. 

En second lieu, le rapport de chacun des m autres termes à 
celui que nous avons considéré tend vers zéro : c'est évident pour 
les m — I premiers, puisque ce rapport contient au dénominateur 
un polynôme de degré m — i en k et au numérateur un polynôme 
de degré h — i seulement. Pour le dernier, il suffira de remarquer 
que p a été choisi supérieur à |a|. 11 en résulte que la limite de 

^/afi est aussi - (*). 

Donc, quand une fonction méromorphe donnée par un déve- 
loppement en série de Taylor de la forme (i) admet, sur son 
cercle de convergence, un pôle et un seul, simple ou multiple 

d'ailleurs, Taffixe de ce pôle est la limite, pour n infini, de ^rr=^* 

Avant de passer à un cas plus compliqué, faisons quelques 
remarques. D'abord l'expression que nous avons donnée pour le 
coefficient a* met en évidence un principe posé par M. Darboux 
dans son Mémoire sur tes fonctions de grands nombres (2) : la 
valeur des coefficients dépend essentiellement de la nature des 
points singuliers sur le cercle de convergence. 

Dans un autre ordre d'idées, nous remarquerons qu'on peut 



(') En effet, soit une expression de la forme yA -h h; supposons que v A ait 
une limite L et que j- tende vers zéro. On a 



y \ -h U _ // H 



** T * V A 

vA ^ 



Cette expression tend visiblement vers i et, par suite, y A 4-B tend vers L. 
(') Journal de Liouville, 1878. 
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calculer non seulement l'affixe du pôle a, mais aussi son ordre 
de multiplicité m. l.a partie principale du coefficient an est en 
effet 

A' étant indépendant de k. De là résulte immédiatement qu'après 
avoir calculé a, on aura m par la formule 

^, , lo^a^4-Aloga 

m — i = lim i -. • 

logA: 

Enfin, nous remarquerons que PaiiGxe a du pôle est aussi l'in- 
verse de la limite du rapport -^^^ 

Si nous formons ce rapport, nous pourrons en effet l'écrire, en 
multipliant haut et bas par a^y 

Si l'on divise haut et bas par A'""* et si l'on remarque que 

I a I < p, on voit sans peine que ce rapport tend vers -• Ici encore 

on peut calculer m, 11 suffira pour cela de mettre l'expression pré- 
cédente sous la forme 

Uk a k A* 

le coefficient A contenant m. On déterminera m en cherchant la 
limite pour k infini de 

\ cik a/ 

Cas de plusieurs pôles, — Pour préparer là méthode que nous 
allons suivre, étudions d'abord le cas où le cercle de conver- 
gence ne renferme que deux pôles simples. Je désignerai ces pôles 

par - et ^« Si alors on pose 

•'^ l — OLZ I— P« ./IV/» 
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yi sera une fonction dont le rayon de convergence sera supérieur 
à j — r = YQ-r Prenons un nombre t = ? inférieur à ce rayon et 



hl 



i?l 



supérieur à , — : = toi* On aura 

X<|a| = |P|. 

On voit immédiatement, en égalant les valeurs des coefficients 
de z" dans les deux membres, que Ton a 

a,i = Aa'*-+-Bp«4-^>,|, 

bfi étant le coefficient de z'* dsms /i{z). On peut encore poser, 
comme tout à l'heure, 

b„= -"— =0«MX«, 

p 

M étant une quantité fixe et O/^ une quantité de module inférieur 
à I. Ce qui différentîe ce cas du précédent, c'est que, aet p ayant 
même module, aucun des deux termes Aa", B^" n'est la partie 
principale du second membre. Pour mettre en évidence cette 
partie principale, considérons le déterminant 






Aa«-h B?«-4-0«MX'* 
A a''-^» -4- B 3«-^t -h e„4-i M X"-^» 



Ce déterminant est une somme de plusieurs autres dont un 
certain nombre sont nuls : ce sont ceux que Ton obtient en asso- 
ciant entre eux les deux premiers termes ou les deux seconds 
termes. Les déterminants restant forment deux groupes. Dans 
l'un de ces groupes ne figure pas X. Ce groupe renferme les deux 
déterminants 





Aa« 
Aa«-^» 


B 3''+' 


1" 


Leur somme est 




ABa« 


'■[: 




-f- 


1 a 



I B ^" 



Aa«-^-i 
Aa«+* 



"^^ jJ = ABa"?«(«-P;'. 



Les autres déterminants contiennent, au contraire, )." en fac- 
teur. Leur somme a un module inférieur à une quantité de la 
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forme 

étant inférieur à i et positif, et H étant un nombre fixe. 11 en 
résulte, sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, que Ton a 

lim y an, = «p. 

C'est une généralisation du théorème démontré dans le cas du 
pôle simple. 

Considérons maintenant une fonction /(-s) n'ayant, dans un 

cercle C de rayon -, que des pôles simples dont je désignerai les 

affixes par —,—,..., — et n'ayant aucun pôle sur ce cercle. Sup- 
posons les a rangés par ordre de module croissant. Si l'on pose 

I «1 1 = ?/* 
on aura donc 



/(;;) pourra se mettre sous la forme 

A, A, A 



I — a„3 



fT-*-/.(^). 



A|, A2, ..., A^ étant des constantes et/4(s) étant holomorphc 
dans le cercle C et sur son contour. Si donc on pose 

Jx{z)^^bnZ\ 

on pourra écrire 

M étant un nombre fixe et O/i étant un module inférieur à i . 

Le développement précédent de fi^z) sera valable dans le 
domaine limité, d'une part, par le cercle C et, d^autre part, par 
p cercles de rayons aussi petits qu'on voudra, mais fixes, entou- 
rant les points —, —1 •••, — • D'autre part, f(^z) pourra être 
représentée par une série de puissances 

et la comparaison des deux développements ainsi trouvés permet 
d'écrire Tégalité 

(3) a«= Aia? -f- Aja} -+-. . .-+- A^aJ -\- e^Mp». 
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JIl. — Étude du cas général. 



Pour généraliser la niélhode suivie dans le cas précédent, où 
il n^y avait que deux pôles simples, nous serons conduits à consi- 
dérer des déterminants tels que 



Ag = 



<l/i-f-l Ût/n-î Cln-k-p 

^n-t-p-l (In-y-p (^n-tip-t 



Nous aurons à considérer aussi des déterminants formés tou- 
jours de la même manière, mais d'ordre inférieur ou supérieur 
à p. Soient, par exemple, 



Ar''= 



an 


«/n-i 


a,i-k-p-^q-l 


«/I-Hl 


«/H-5 





0/H-/H-7- 


1 .... 


. • . «/1+1/Ï4-J7-1 


a« 


a,n-i 


^«-ir-l 


i 


« 1 11 


1 /. 


«/n-îr-î 

AU 





(r<p). 



Considérons d'abord les déterminants AJ. 

En vertu des expressions (3) des coefficients a,,, on a 



AS = 



A, a? 4- AjaJ-f-. 



.0„^.,Mp«+i 



.-hO«-H,Mp»-»-t ., 



Ce déterminant se décompose en une somme de déterminants 
qui forment deux groupes. Le premier groupe contient les déter- 
minants indépendants des 6/,. On obtient évidemment la somme 
des déterminants de ce groupe en remplaçant M par o dans 
l'expression de AJ. Le déterminant que l'on obtient ainsi est 
visiblement le produit des deux déterminants suivants 



A, 

Al ai 



Aa 

Al a. 



Xpap 



Aiaf-i A,aÇ-» ... A^ag-» 



X 



a«+P-i 



x«+» 



a?-^/»-* 
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Le premier déterminant est le produit de AiAo.-.A^ par le 
déterminant de Vandermonde des a. Le second est le produit de 
ce même déterminant de Vandermonde par le produit a',' a^ . . . a^. 
Le premier groupe de déterminants se réduit donc à 

(4) Al A, . . . A,,a'/ aï . . . a/, JJ (a/ - aA-)». 

Considérons maintenant le second groupe de déterminants, 
formé de ceux qui contiennent M. Un certain nombre de ces 
déterminants seront nuls : ce sont ceux que Ton obtient en pre- 
nant dans deux colonnes ou plus du déterminant A^ la lettre a 
avec le même indice. Nous aurons un déterminant différent de zéro 
en prenant dans p — ut colonnes la lettre a avec des indices tous 
différents et dans les (x autres, le terme en 6. Ce déterminant aura 
en facteur 

où le produit a,a2...a^ renferme p — |jl facteurs. Après cette 
mise en facteur, le déterminant obtenu ne dépendra plus de n 
que par les 6, et comme ceux-ci ont un module inférieur à i, le 
module de ce déterminant sera inférieur à une quantité fixe H. Le 
module du déterminant considéré sera donc de la forme 

xn(p,p2...p,,pM.)«, 

\ étant compris entre o et i . 

La parenthèse contient p facteurs dont p — (x sont les modules 
des a et les |jl autres sont égaux à p, c'est-à-dire inférieurs à p/. Le 
rapport des déterminants du deuxième groupe, à l'expression 
obtenue des déterminants du premier, tend donc manifestement 
vers zéro quand n croît indéfiniment. Par suite, comme nous 
l'avons déjà remarqué, si l'on veut chercher la limite de la 
racine /i*'""* de A^, il suffira de considérer la racine n**™* de 
l'expression (4). Or, cette dernière tend évidemment vers 
tti a2 . . .a^, car la racine de la quantité constante 

A,A,...A^JJ(a/-a^)« 
tend vers i . 

Donc, l'expression y/A^ tend régulièrement vers la limite 
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Si, au lieu de considérer le déterminant A^, on avait considéré 
son module, on aurait vu que la racine n'*""'* de ce module tend 
vers Oi^2'"?p' 

Considérons, en second lieu, un déterminant AJ^^. Ici, nous ne 
pouvons plus considérer, parmi les déterminants dont il est la 
6omme, ceux qui sont indépendants des 6, car le nombre des lignes 
de A^^^ étant supérieur au nombre p des a, nous ne pourrons 
prendre un a dans chaque colonne que sous la condition d'en 
prendre un certain nombre avec le même indice, ce qui donne un 
déterminant nul. AJ*"^ sera donc une somme de déterminants dans 
chacun desquels une colonne au moins contiendra des 6. Consi- 
dérons Tun de ces déterminants. On peut mettre en fadeur dans 
chaque colonne, soit a", soit p", et le déterminant, après la mise 
en facteur, ne dépendra plus de n que par l'intermédiaire des 0. 
On peut donc désigner son module par X/jH, H étant une con- 
stante etX;, élant compris entre o et i. AJ""^ sera donc une somme 
de termes dont le module pourra être mis sous la forme 

Les nombres e^ ê2j • • •> £/> étant égaux soit à o, soit à i. Pour 
obtenir la partie principale de ce déterminant, il faudra bien 
évidemment considérer ceux de ces termes que l'on obtient en 
faisant tous les e égaux à i. Ces termes peuvent, d'ailleurs, se 

détruire. La limite de j^( AjJ^^|, si elle existe, est donc au plus 
égale à 

Mais rien ne permet d'affirmer que cette limite existe. 
Soit enfin un déterminant d'ordre inférieur à />. Soit 



A'' = 






D'abord si, quel que soit le nombre positif A', on avait 

PAH-r< Pr, 

il n'jr aurait rien à ajouter à ce que nous avons dit. Il suffirait de 
considérer un cercle de rayon inférieur à et supérieur à — • 
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Ce cercle renfermerait, à son intérieur, les poinls —> — > • • • > — > 

et, sur le cercle, il n'y aurait aucun pôle de /(s). Les résultats 
obtenus précédemment s'appliqueraient donc sans modification. 

Mais il peut arriver que le cercle de rajon — contienne non 
seulement le point —* mais aussi d'autres pôles d'indices supé- 
rieurs ou inférieurs à r. Si ces pôles sont tous d'indice inférieur 
à i\ on est, comme on le voit de suite, dans un cas analogue au 
cas précédent. Le seul cas vraiment nouveau est celui où il y a 

des pôles de même module que le pôle — et d'indice plus grand. 
On peut toujours supposer que ce module est celui de — S'il 

n'en est pas ainsi, on tracera un cercle de rayon supérieur à — 

mais ne contenant à son intérieur ou sur son contour aucun pôle 

de module supérieur à — ; on appellera p le nombre total des 

pôles intérieurs à ce cercle. Nos hypothèses sont donc les 
suivantes : on a 

I «,,_/, t-, I = I '3.,,-u.i I = . . . = I a^ I = pp, 

et l'on considère un déterminant A'), /■ étant compris entre 
p — h-\- i et /?, pouvant être égal k p — A + i , mais ne pouvant 
devenir égal k p 

p — h -\-ij^ r <i p. 

Pour avoir la partie principale de ce déterminant, nous pouvons 
remplacer M par o, ce (|ui nous donne le déterminant 

A.a';-»- A, aï -+-... A,,»; ... A, a'/^'" « h- . . .-h A;,a;r'-» I 

i 

A,27«-'-« -^ Aja^^'-» -^.,.-^ Ay,a;;^'- -ï . . . A,a7"-'-=^ -h . . .-h A,>a;/*'-« | 

Le nombre des colonnes est inférieur au nombre des termes 
dont chaque élément est la somme. Pour avoir les plus grands 
termes du déterminant, nous remarquerons que Ton a 

Nous devrons prendre, par suite, dans p — h colonnes, la 
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lettre a avec les indices i, li, ..., p — h et, dans les autres 
colonnes, avec un indice supérieur k p — h. Comme ici 8 n'enlre 
plus dans le déterminant, après mise en facteur des puissances n '^■"*** 
des a, nous aurons un déterminant qui ne dépendra plus de n et 
qui, par suite, sera une constante. La partie principale de Aj|^ sera 
donc une somme de termes de la forme . 

B( a, a* . . . a,,_/, )'' ( a;,_/,4 i • . . 2,i)"', 

le nombre total des facteurs ^p_h^\ ? • • •> «/> étant égal à r — p -\- h 
de manière que le nombre total des facteurs soit /*. On voit que 
les B ne peuvent être nuls, puisque ce sont des produits des 
quantités A par des dillerences a/ — aA. Le module de l'expression 
précédente est 

|B|(p,p,...?„-/,p;;-''^^'r = |B|K«, 

en posant 

En résumé, le déterminant AJ) peut se mettre sous la forme 

AS = \\ 31' -4- B,?.' -f-. . .- \\,y[-r C, YÎ-+-. . . 

avec les conditions 

1^,1 = 13,1=:. .. = 13,1--. H lY,|<«, 

et, de plus, les B ne peuvent être tous nuls. 

Je dis que II est ta plus grande limite de la racine n*''"'*' 
de |A^J. En effet, pour étudier cette limite, nous pouvons nous 
borner à la partie principale 

Bi3ï4-...-t-Ba3;. 

Cette expression est le coefficient de z" dans le développement 
en série entière de 

B, B. Bx 

• ^ ' I — ?i- I — ?*- I — 3a-^ 

Sa racine /i»*'"*^ a donc pour plus grande limite l'inverse du rayon 
de convergence de 'f{z). Or, ou bien les pôles q-» • •> o" ^^ ?(^) 

ne se détruisent pas, et alors ce rayon de convergence est j-ô-. = ^; 
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OU bien ils se détruisent : dans ce cas, il n'y aurait aucun pôle de 
^{z) à rinlérieur du cercle de rayon ttI 'f (^) serait alors identi- 
quement nulle et l'on devrait avoir 

Bi = Bj = . . . = Ba = o, 

ce qui est impossible. 
Donc, on peut écrire 

iii;ïv/|ÂÏ]=R {/•</>). 

Pour certaines valeurs de n l'expression v/l^wl pourra être très 
éloignée de sa valeur limite. Ainsi, soit, par exemple, la fonction 

- ■ — - = I -h x» 4- a^« -h 

I — x^ 

Il y a manifestement une infinité de déterminants A^^ qui sont 
nuls, et une infinité qui sont égaux à i . Les racines carrées de 
leurs modules ne tendent évidemment pas vers une limite, mais 
elles ont i pour plus grande limite. On a donc 

R = i, 

ce qui est évident a priori. 

Il nous reste à étudier le cas où certains des pôles sont mul- 
tiples. On peut encore traiter ce cas par Tétude directe des déter- 
minants A. Nous avons déjà étudié le cas du pôle unique et 
multiple, et Ton a pu se rendre compte que le calcul direct n'est 
pas très simple. On peut éviter ces calculs en considérant le cas 
des pôles multiples comme un cas limite des cas précédents. 

On a, en effet, 

H, ,. B. 

Il m 



U — 3C| - ;- a, = a.. ( I — «1 2 ) ( I — «2 - ) 
Or 

B, A, Ao 



(i — a,c)(i — aj3) i — aiz i — a^c 

et, si l'on calcule A| et Aa, on trouve 

Bixi Biaj 

A,= — ^ , Ai = 



ai — %i «s — ai 
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Alors, dans Texpression 

AiA,...ApJJ(a/-a^)« 

que nous avons à considérer diaprés les calculs précédents, la 
difTérence ai — 7.2 disparaît, et, sans qu'il soit utile d'insister 
davantage, on arrive à la conclusion suivante : tous les résultats 
établis subsistent si quelques-uns des pôles simples deviennent 
multiples à condition de compter chacun des pôles multiples avec 
son degré de multiplicité. 

C'est à M. Hadamard (*) que sont dus les importants résultats 
que nous venons d'établir; sa méthode d'exposition a l'avantage 
de démontrer en même temps les réciproques. Mais, jusqu'à 
présent, on ne les a jamais utilisées; on n'aperçoit même pas très 
bien le mojen de les utiliser. Quoi qu'il en soit, comme nous 
n'en ferons jamais usage, il nous a paru préférable d'adopter le 
mode d'exposition qui précède, qui est un peu plus simple que 
celui de M. Hadamard et qui nous a permis d'établir tous les 
résultais dont nous aurons à nous servir. 



IV. — Application à rétude des fonctions méromorphes 
à coefficients entiers. 

Nous allons donner immédiatement une application des formules 
qui viennent d'être démontrées. 

Nous allons démontrer qu'une fonction, méromorphe dans un 
cercle de rajon supérieur à l'unité, ne saurait être représentée 
dans ce cercle par un développement de Taylor à coefficients 
entiers sans se réduire au quotient de deux polynômes à coeffi- 
cients entiers (^). 

Soit, en clï'et, un tel cercle. Considérons un cercle de rayon 

Inférieur à celui-là, mais supérieur à l'unité. Soit -7 le rayon de ce 
cercle. Ou a 



(') Essai sur rétude des fonctions données par le développement de Taylor 
{Journal de M, Jordan^ 1892). 
(-) Voir Bon EL, Bulletin des Sciences mathématiques, 189^. 
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A l'inlérieur de ce cercle, la fonction admet les pôles — > — » . . ., — 

de modules — » — » •••» — Considérons alors un déterminant A,? 

Pi Pî pp " 

et supposons q'^p. Nous avons établi que, dans ce cas, on avait 

iïmvT^^Pi?î---P/^p'^-''- 

Mais p' étant inférieure i , on peut, quels que soient pi, p2j • • -, P/»? 
donner à q une valeur assez grande pour que Ton ail 

Dans ces conditions, v^| AJJ | est inférieur à partir d'une certaine 
valeur de /z à un certain nombre inférieur ai. Il en est de même 
de |A2|- Mais, dans Thypothèse où nous sommes, |Af, | est un 
nombre entier. Il ne peut donc être que nul. 

Il existe donc au moins une valeur de q telle que, pour toute 
valeur de n supérieure à une valeur déterminée n', on ait 

Supposons qu'on ait ainsi déterminé q et la valeur n' qui 
lui correspond. A cette valeur n' correspondent une infinité de 
valeurs de q jouissant de la même propriété. En eflet, si Ton forme 
AJ^*(/j >/i'), on voit, en développant ce déterminant suivant les 
éléments de sa dernière colonne, qu'il est une somme de déter- 
minants A^ où n est supérieur à n; le déterminant A^^' est donc 
nul. 

Soit q le plus petit des nombres qui correspondent ainsi à une 
valeur de ai'. Ce n'est plus nécessairement le même que précédem- 
ment, c'est-à-dire celui qui nous a servi à déterminer n'. 

Je dis que le déterminant A^"* ne s'annule pour aucune valeur 
de n supérieure à n'. Considérons en effet le déterminant AJ^ : 

A'î-! 

Considérons les mineurs de A^ relatifs aux quatre éléments 
extrêmes a,,, a„^^_ij a,i^2q-2- Ces mineurs sont respectivement 
égaux à 

»7-l ^7-1 A 7-1 

B. 3 



34 CHAPITRE II. 

De plus, si l'on enlève à AJ les quatre lignes et colonnes qui ren- 
ferment ces éléments, le déterminant restant est évidemment 

Appliquons alors une propriété bien connue des déterminants 
mineurs; nous aurons 

\ 7-1 a7~1 _ / A 7-1 \J _ A 7 a7-î 

Cela posé, si n est plus grand que n', 
je dis que AJ"* ne saurait être nul. On aurait en effet, dans ce cas, 

A^ = O, 

et, en raisonnant de proche en proche, on verrait que 

Changeons, au contraire, n en n — 2 dans l'identité précé- 
dente; il viendra 

Si donc on a 

aX_, = o et AÎ»=o, 
on en déduit 

^V-\ = o 
cl de même 

a2iI = o, 

Donc, si pour toute valeur de n supérieure ou égale à n\ on a 



AÎ = o, 



on a 



pour n> n! dès que ce déterminant est nul pour une valeur de n 
supérieure à n! , De plus, si AJ~' = o, on a 



Ar ^ = o. 



pour toute valeur de n supérieure à n! , Si donc q est la plus petite 
valeur telle que A^= o pour toute valeur de n supérieure ou égale 
à n', A^"* ne peut s'annuler pour aucune de ces valeurs de n. 
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Ceci posé, considérons le système d'équations suivant : 

an = Ml «/i-M -4- Mj CLn-^i -*-...-+- l/^-i an-k-q-u 

Cl'n+X = Wi a«_^.î -h -+- Uq-\ an-hqi 

î 

ûf/i-»-7— 1 = Ui an-hq -^ -r- Uq-\ Un-hlq-i* 

C'est un système de q équations. Considérons les q — i premières. 
Si n est supposé plus grand que ai', ce système a une solution, 
car son déterminant est A^^J!), qui est différent de o. Cette solu- 
tion est d'ailleurs rationnelle en a„, a„^_i, ..., a^^.^.!. Portons-la 
dans la dernière équation. Elle sera vérifiée, car le détermi- 
nant AJJ est nul. Barrons alors la première équation et ajoutons la 
suivante : 

elle sera encore vérifiée par les mêmes valeurs des u. En effet, le 
déterminant A^^, étant nul, la solution des q — i premières 
équations du nouveau système (c'est-à-dire la même solution que 
précédemment) vérifie la ^'^"'^ équation. On verra ainsi, de 
proche en proche, qu'il existe un système unique de nombres 
rationnels /^i, U21 - • • <. Wy_i, tels que l'on ait 

an = Ml ««+-1 -+- Wj an^i -f- . . . -h U^-i an-hq-i 

pour toute valeur de n supérieure ou égale à n\ 11 y a donc une 
loi de récurrence entre q coefficients consécutifs de la série, et Ton 
en déduit immédiatement que la série est le quotient de deux poly- 
nômes à coefficients rationnels ou, en réduisant au même dénomi- 
nateur, de deux polynômes à coefficients entiers. 

Le théorème reste le même si Ton suppose que les coefficients 
de la série sont des entiers complexes. En effet, on voit encore 
dans ce cas que, si jAJ^J est, à partir d'un certain rang, inférieur 
à i, cela exige que cette expression soit nulle. Le raisonnement 
subsiste alors entièrement, à condition de changer le mot entier 
en entier complexe. 

Nous avons fait, en commençant, la restriction que le cercle de 
méromorphie de la fonction étudiée est de rayon supérieur à un. 
On peut se demander si cette restriction ne pourrait pas être 
levée. II est très facile de montrer que cela est impossible. Étant 
donnée, en effet, une fonction méromorphe dans un cercle de 
rayon inférieur à un, on peut lui en substituer une autre dont le 
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développement en série soil à coefficients entiers et qui ait les 
mêmes singularités que la première à Tintérieur de ce cercle. 
Soit, en effet, la fonction 

dont, pour plus de simplicité, nous supposons les coefficients réels. 
Considérons la fonction 

E(a) désignant la partie entière de a. 

La différence des deux fonclions^ et F est une série entière, dont 
tous les coefficients sont inférieurs à un en valeur absolue. Il 
résulte donc immédiatement du théorème de Cauchy-Hadamard 
que le cercle de convergence de cette série a un rayon supérieur 
ou égal à un. Les fonctions/, F ont donc mêmes singularités dans 
un cercle quelconque de rayon inférieure un. L'hypothèse qu'une 
fonction méromorphe dans un cercle de rayon inférieur à un est 
représentée dans ce cercle par une série entière à coefficients 
entiers n'entraîne donc aucune conséquence. 

On peut faire une remarque analogue dans le cas où le déve- 
loppement de Taylor est à coefficients rationnels. Étant donné un 
développement en série quelconque, on peut lui substituer un 
développemenl à coefficients rationnels représentant une fonction 
ayant mêmes singularités que la première dans tout le plan. Soit, 

en effet, 

/(z)^ao-hniZ-i-...-h c/„c« -+-... 

un développement où ag, «i . • . ., a„ sont quelconques. Consi- 
dérons le développement suivant 

obtenu en remplaçant chaque coefficient par son développement 
décimal avec n^ chiffres. Je dis que la différence /(z) — F(5) est 
une fonction entière. En effet, cette différence est une série de 

puissances, dont chaque coefficient est inférieur à — -^' D'après le 

théorème de Cauchy-Hadamard, la série est convergente dans tout 

le plan, puisque \/bn < ^^- tend vers o. 
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Les coefficienls ^o, «i , ... peuvent être supposés complexes. On 
prendra alors pour numérateurs des coefficients de F(s) la somme 
des parties entières de io"'a„ et lo"'^;, en posant an = ^n-\- ^/i'- 
Le coefficient de ;;" dans /(g) — F{z) sera inférieur en module 

à • — r et les conclusions subsisteront. 

Donc, on peut pour l'étude des singularités, au moyen du 
développement de ïaylor, se borner au cas où les coefficienls 
sont rationnels. On peut même supposer que les dénominateurs 
sont des puissances de lo sans diminuer la généralité. 

Nous avons démontré qu'une fonction méromorphe, dans un 
cercle de rayon plus grand que i , ne saurait être représentée dans 
ce cercle par une série de Taylor à coefficients entiers. Cherchons 
si l'on peut la représenter par une série de la forme 

où bni Cfi sont des nombres entiers. Supposons que le développe- 
ment de Cn en facteurs premiers comprenne un nombre limité de 
facteurs /?i , /?2, ..., /?a et supposons de plus qu'il existe un nombre 
fixe M tel que l'on ait constamment 

Cn < M". 

Dans ces conditions, le développement précédent ne peut 
représenter une fonction méromorphe. 

Déterminons, en eflTet, un nombre entier )x/ tel que 



On en déduit 
Posons alors 






^=y'p\p\''''Â\ 



f{z) deviendra une fonction méromorphe de ^ à coefficients 
entiers. On en conclut qu'il est impossible qu'un tel développe- 
ment représente une fonction méromorphe dans un cercle de rayon 

et a fortiori une fonction méromorphe dans tout le plan. 
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On ne peut pas considérer ce résultat comme une généralisa- 
tion de rimpossibilité du développement à coefficients entiers, à 
cause de la limitation que nous avons imposée à d- H est, en 
clFct, facile de montrer que, si Ton suppose que, pour des valeurs 
de n assez grandes, on ait 

Cn > M'S 

quel que soit le nombre fixe M, on retombe sur les fonctions les 
plus générales. 

En effet, une fonction quelconque peut toujours se mettre sous 
la forme 

On 



1 



^n 



OÙ Ci est un nombre entier vérifiant la condition précédente. On 
voit de suite que la série 

Cn 

définit une fonction entière. En d'autres termes, les deux fonctions 



^Êm Cn 



^d Cn 



ont les mêmes singularités. 

Il j a donc peu de généralisations à chercher du théorème pré- 
cédemment démontré. Il serait cependant intéressant d'étudier 
les cas intermédiaires entre ceu\ que nous venons d'examiner, 
où y/cvi avait pour limite soit o, soit l'infini. 11 pourrait être aussi 
intéressant d'étudier le cas où le nombre de facteurs premiers 
de Cfi n'est plus limité. Nous n'entrerons pas plus profondément 
dans l'étude de ces généralisations. 



V. — Zéros des fonctions entières. 

Nous allons indiquer une application très importante des résul- 
tats de M. Hadamard : c'est la recherche des zéros des fonctions 
entières. 

Le principe de la méthode que nous allons suivre est dû à 



LA SÉRIE DE TAYLOR. 89 

Gauchy. Dans son Cours d* Analyse de l'École Polytechnique il 
fait la remarque suivante : Étant donné un polynôme, si Ton déve- 
loppe en série de Taylor l'inverse de ce polynôme ou sa dérivée 
logarithmique, le rayon de convergence de cette série donne le 
module de celle des racines du polynôme qui a le plus petit 
module. 

La méthode de Gauchy a été reprise par M. Runge et plus 
récemment par M. Hadamard ( * ) dans un Mémoire couronné. Nous 
allons indiquer les résultats de ce dernier en modifiant légèrement 
la méthode de calcul qu'il a employée. 

Soit une fonction entière 

Supposons essentiellement Cq^ o(la chose est évidemment tou- 
jours possible) et développons en série l'inverse de la fonc- 
tion G(5). On aura 



G(^) 



= ao^- «1-5 -f- «J^--^ . 



Gette dernière fonction est méromorphe et ses pôles sont 
les zéros de G{z). Nous allons, pour déterminer ces pôles, nous 
servir des résultats précédemment établis. 

Galculons d'abord les coefficients ao, «i, • . • • On a manifeste- 
ment les équations 

«0^0 = I, 

a^Ci -f- aiCo= o, 

«o^j-+- tiiCi-H tfïCo= o, 

«0^3-^- «1 Ci -h «jCi-i- ajCo = o, 

«0C4 -h aiC3-+- ajC2-^ 0301-1- aiCo= o, 

«0^3-+- tiiCv-i- ajCs-h «3^1 -H aiCi-f-ajCo= o, 

= 0, 

aQCp-h aiCp-i-^ aiCp-^-\- -\- OpC^^ o, 

La première équation donne a^^ la deuxième ai, etc., et il n'y a 
jamais d'impossibilité puisque Cq ^ o. 



(*) RuNQE, Acta mathematica, t. VI, p. 3o5. — Hadamard, Étude sur les 
propriétés des /onctions entières, etc. {Journal de AI. Jordan, i8<j3). 
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Nous allons avoir à considérer des déterminants dont le calcul 
se ramènera à celui des déterminants A^, des paragraphes précé- 
dents. Pour montrer nettement la marche du calcul étudions 
d'abord un cas simple. Parmi les équations précédentes prenons-en 
quatre successives, à partir de la troisième, et considérons le déter- 
minant des a dans ces équations. (]e déterminant est 



D=. 



<'\ 



'0 

^•3 



Multiplions les éléments des colonnes successives par Aq, ai, 
a.», «3 et ajoutons à la première colonne. Nous aurons 



aoD = 



1 



o ri 

('i 



^3 



<i 



Multiplions encore les éléments des deuxième, troisième et 
quatrième colonnes par «q, ^i, «a? et ajoutons à la deuxième; il 
vient 

I o o 

o 

— a-^c^ — a'^CQ 



^/^D- 



o 



Cq o 
Cl Cq 



f'i 



a^ci — a.,Cç^ rj 



Cl 
Ci 



Ce déterminant du quatrième ordre se réduit au produit de 
deux déterminants du second ordre dont l'un est cj. Quant à 
Tautre, il est égal à 

' rt^Co <'3<^0 I 

Si Ton multiplie par — la première ligne et qu'on retranche de 

la deuxième, on voit que le déterminant aJD se réduit au produit 
de cj par le déterminant 

I «4 <'«3 i 
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Or ce dernier déterminant est opposé au déterminant 



4i 



I «3 ^\ 



^5 j 



-^h 



Par suite, on a l'égalité 



que nous allons fj^énéraliser. 

Considérons à cet effet la /? -h i**'"*'^ équation (celle qui, la pre- 
mière, contient Cp) et les p -\- m suivantes. Le déterminant des a 
dans ces équations est 



'-'m. — 



^>-^-l 



- /i-+-W 



^ p-^-m—l 



^//-♦-//l-Hl ^'/>-* 



Cn-l 



^p-h/n - 1 



Ci r, Co o o 

f-i f'i Cl Cq o 



Cip-htn <^î/i-Hm— I Cîp^„i--i 



Cl 
Ci 



^/»H-1 



co 

Cl 



Nous allons lui faire subir des transformations analogues à 
celles que nous avons employées tout à l'heure : Multiplions par 
a©, «j, . . ., am^p les diverses colonnes de ce déterminant et ajou- 
tons à la première colonne les produits obtenus. En vertu des 
équations que vérifient les a, la première colonne commencera 
par m + i zéros. 

Le déterminant devient 



aoDS,= ' 



'm-+ p ^iCt) 
I — ^//i-+-/*-f-l ^1 — ^m + p-hi Cq 



I — ^m-hp-i-iCp—i — a,n-i-p-hiCp-i — ... — a,n^ipCQ Cip^„i—\ 

Multiplions parao,«i, -'•>cim^p-\ la deuxième, la troisième, etc., 
la dernière colonne de ce déterminant et ajoutons à la deuxième 
colonne. Le déterminant est de nouveau multiplié par a^] la 
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deuxième colonne seule change et devient 



o 

— ^m-¥-p Cp—i — CXfn 4-p-f-i Cp-2 — . . 



■ Ût/in-2/>— iCq. 



Répétons ainsi /> fois cette opération. Le nouveau déterminant 
sera égal à 



<DZ,. 



D^autre part, nous aurons fait apparaître, dans chacune des 
m -h 1 premières lignes, p zéros. Le déterminant obtenu sera de 
la forme 



o o 
o o 



H 



Cl 



o 

Ci) 



Cp-i Cp-t . 
Cp Cp^x 

Cfn-hp Cffi^p—i 



Co 



Cl 



Il se réduit donc, au signe près, au produit de H par le déter- 
minant d'ordre m -f- i qui est dans Tangle supérieur de droite. 
Ce déterminant ayant pour valeur c^"^', on en déduit l'égalité 



aSD;;,=z±:c-MH. 



Calculons la valeur absolue de H. 

C'est la même que celle du déterminant suivant 



û/H-m-l-lCo 

^'/n-m-j-1 C\ -+• ap+m-+-iCo 



^p-hniCo 

C^p-+-fn Cl -+- ap^„i-^-\ Cq 



Ût//t-rîCo 
ûfm4-îCi-f- am-i-sCo 



^/*-t-m-*-iC^>_i-l-...-ha;n-+-jpCo ap_^.;|tCp— i-l-...-T-a//i4-2p— iCq 



«/rt-+-î Cp-i -H . . . -ha^i^iH-i 
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Si Ton multiplie par — les éléments de la première ligne et 

qu'on retranche les résultats des éléments de la seconde, on voit 
que le terme en C| disparaît dans <îhacun des éléments de cette 
seconde ligne. On fera disparaître de même tous les termes qui 
ont en facteur le coefficient c avec un indice différent de o et après 
cette réduction le déterminant se réduit à 



^p-k-m-i-l 


^t^p-i-m 


• • «//n-S 


^p-i-m+i 


«/i-i-m-4-1 


• • «m-J-s 


^m-^ip 


"//l-J-S/i-l 


^m-*-p 



qui est au signe près égal à cf A^^^.^. 
On a donc Tégalité 

Nous ne nous sommes pas préoccupés du signe à prendre dans 
le second membre. Il est facile de le déterminer, mais nous négli- 
gerons ce détail, car ce qui nous intéresse principalement c'est 
le module de chacun des deux membres. Contentons-nous donc 
d'indiquer le résultat qui est le suivant : 

Nous sommes conduits à chercher la limite de la racine m -\- 2*^"^ 
des deux membres. Celte limile est évidemment la même que 
celle de la racine m'^™*. Nous savons que, si pij p^j •••-» ?p sont 
les modules des inverses des racines cherchées, on a 



On en déduit, en remarquant que p est un nombre fixe, que 



l'm V| ^'m , = I Co I pi P2 . . . pp. 
m = 00 

C'est le principal résultat que nous avions en vue d'établir. 

Ce qui est surtout important, c'est d'étudier le produit 
Pi p2 . • • P/> quand p devient très grand. On n'a jamais, jusqu'à 
présent, fait d'applications précises du résultat précédent; on 
s'est toujours contenté, ce qui est fort important dans les applica- 
tions, de chercher, dans des cas déterminés, une limite supérieure 
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du module du déterminant D. Au sujet des applications de ce 
genre, nous ferons une remarque relative au nombre de termes 
du déterminant D. En apparence il en renferme m-\-p-^\\] 
mais en réalité ce nombre doit être diminué à cause des éléments 
nuls : la première ligne renferme seulement p + i termes non 
nuls. Le nombre de termes sera égal au produit de /? 4- i par le 
nombre de termes du mineur relatif à un de ces éléments. Or, 
pour obtenir ce mineur, on supprime une colonne ne contenant 
pas de zéros. La première ligue du mineur renfermera encore 
p -h i éléments non nuls. En continuant ainsi m -h i fois nous 
voyons que le nombre de termes est 

(p -+- !)'"■<-' X h, 

h étant le nombre de termes d'un certain mineur d'ordre />, qui 
ne contient plus d'éléments nuls. Le nombre des termes du déter- 
minant DJ', est donc 

(p -h i)'''-^^p\ = {p-\-\)"Hp -M)!. 

Il eu résulte que la racine m'*'""' de ce nombre de termes a 
pour limite le nombre fini p -{- \ , Si donc nous connaissons le 
maximum du module d'un terme du déterminant, nous ne serons 
nullement gênés par le nombre des termes du déterminant dans la 
limitation que nous en tirerons pour le module du déterminant 
lui-même. 

Application. — Pour donner une idée du genre de calcul au- 
quel donne lieu l'application du résultat que nous avons obtenu, 
considérons l'équation 

e-r— V{x) = o, 

P étant un polynôme en x. 
La fonction entière 

a les mêmes coefficients que la fonction e-^, sauf les premiers qui 
diffèrent. Mais, pour des valeurs de h supérieures au degré de P, 
on a certainement 
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Dans le calcul du module maximum de D^, c'est cette valeur 
de Ch qu'il faut introduire et nous prévoyons dès lors que la limite 
maximum que nous allons obtenir pour pi, po, ..., p^ sera très 
éloignée de la vérité, puisque l'équation e-^=: o que nous substi- 
tuons en somme à la précédente n'a pas de racine. 

Je dis que le plus grand terme du déterminant DJ'^ relalif à e^ 
est le terme principal. C'est en effet le seul qui ne contienne pas 
au moins deux éléments pris de part et d'autre de la diagonale 
principale. Considérons alors un aulre terme et soient Ch et Ca 
deux éléments de ce terme pris de part et d'autre de la diagonale 
principale. Je dis qu'on peut remplacer ces éléments par deux 
autres, de manière à obtenir un terme plus grand du déter- 
minant. Considérons en effet les deux autres sommets du rectangle 
qui a ChCk pour diagonale. Soient c^', c^ ces sommets {voir le 
Tableau ci-dessous) : 

c/i- ... Ck 

C/i ... Cw 

Je dis que 

Remarquons en effet que Ton a 

h-h' = k — k'>o, 

et il faut démontrer que l'on a 

h'\k'\<h\k\ 
ou 

A! A". -^*'' 

or cette expression est égale à 

h{h — \) ... (/ /-+-i) 
k\k'—v) .,, {k-Jf\)' 

Le nombre des facteurs est le même au numérateur et au déno- 
minateur; chacun des facteurs du numérateur est supérieur à 
celui du dénominateur qui est écrit au dessous {h>k'). Cette 
fraction est donc bien plus grande que i et il en résulte bien que 
le terme principal est le plus grand. Sa valeur est 
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La racine m'*"* du nombre des termes du déterminant tendant 
vers /? -h I , il en résulte que Ton a 





lim "i/\ D" 1 ^ ^ . 






Soient /•«, /^j . 


. ., Tp les modules des racines. Comme on a 


on en déduit 


""'•"•••''•''= liT^ 71 D{;.|' 




'•>■'•"•••''•''>/+,• 



Au lieu de considérer la fonction e^, nous pouvons considérer 
la fonction Ae^. Le calcul sera le même; il suffira seulement d'in- 
troduire une certaine puissance de k : cette puissance est la 
m-f-p -\- I "'''"*', puisque tous les coefficients sont multipliés par A*. 
La limite de sa racine m'*"™* est A", mais comme Cq est aussi multi- 
plié par A, il n'y a rien de changé au résultat. 

Mais on peut évidemment choisir k de manière que ke^ soit 
une fonction majorante de e^ — P(^)» ce que nous écrirons suivant 
une notation due à M. Poincaré : 

c^— P(x) <ke^. 

Le résultat précédent s'applique donc à e^ — P(«^) (^^ en gé- 
néral à toute fonction qui admet pour majorante ke^). Par suite, 
si r,, /o, ..., rp sont les modules des p premières racines de 
e^ — P(^) = o, on a 

et puisque ri < f'2<C.- . .<[ />, on en déduit 
Donc 

Or on démontre, dans la théorie de la fonction F, que ^pï est 
égal à - (i -h e), e tendant vers zéro lorsque p augmente indéfini- 
ment. On voit donc en résumé que, en désignant par h une cer- 
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taine constante indépendante de/?, on a 

rp> hp. 

Cette formule peut être envisagée à deux points de vue diffé- 
rents : on peut considérer, soit qu'elle donne une valeur mini- 
mum du module de la p^^^^ racine en fonction de /?, soit au con- 
traire qu'elle limite supérieurement le nombre des racines à 
l'intérieur d'un cercle de rayon r. Ce nombre p est certainement 

inférieur à .-> puisque, dans ce cercle, on a /•/!< r. Ce qui paraît 

plus difficile, c'est de savoir si cette limite supérieure est réelle- 
ment atteinte ou si l'on s'en rapproche plus ou moins. Cette étude 
semble au premier abord assez difficile, puisqu'elle exige un 
calcul plus précis de la valeur du déterminant D^,, calcul qui 
n'est pas sans présenter de sérieuses difficultés. 



CHAPITRE III. 

LE THÉORÈME DE M. PICVRD. 



Le but de ce Chapitre est d'étendre aux fonctions méromorphes 
un théorème important relatif aux. fonctions entières que son 
auteur énonçait de la manière suivante (*) : 

Étant donnée une fonction entière G(z) et deux constantes 
distinctes a et b^ si les deux équations 

G(z) = ù, 

sont dépourvues de racines, la fonction se réduit à une con- 
stante. 

Nous avons étudié ce théorème avec les généralisations qu'il 
comporte dans nos Leçons sur tes fonctions entières. Nous allons 
étendre aux fonctions méromorphes à la fois le théorème et ses 
généralisations. 

I. — Degrés d*infinitude. 

Auparavant, nous rappellerons succinctement certaines notions 
fondamentales relatives aux fonctions entières et à leur croissance. 
Les résultats dont nous avons besoin ont été démontrés et étudiés 
en détail dans nos Leçons sur les fonctions entières. Dans un 
Mémoire récent, M. Lindelôf a retrouvé, par une voie plus rapide, 
la plupart de ces résultats. Nous indiquerons brièvement la ma- 
nière dont il les établit. 

Nous nous servirons aussi constamment de la définition du degré 



(') Annales de l'École Normale, 1880. Voir une démonstration directe 
dans la première Note des Leçons sur les fonctions entières, par E. Borel, 
Ciauthier-Villars, 1900. 
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d'infini tilde qui a été développée avec quelques détails dans nos 
Leçons sur les séries à termes positifs. Rappelons succinctement 
ce dont il s'agit. 

Il est naturel de bâtir, à côté de la théorie des infiniment petits, 
une théorie analogue relativeaux infiniment grands. Plus générale- 
ment, lorsqu'une expression 3 (j?) tend vers une limite ft lorsque x 
tend vers a, si Ton veut étudier la manière dont elle tend vers 
cette limite, il est assez naturel de former le quotient 



(x — a)^ 



et de chercher s'il existe un nombre a tel que cette expression 
tende vers une limite; l'existence de ce nombre n'est rien moins 
qu'évidente, et l'on pourrait par suite croire, a priori, que cette 
notion manque de généralité. Mais l'observation des faits montre 
que, dans les cas les plus fréquents à la fois et les plus importants, 
le nombre a existe efleclivement, de sorte que la théorie a de très 
nombreuses applications, ce qui légitime l'importance qu'on lui 
accorde. 

Donc, pour étudier la croissance d'une fonction y(^) qui croît 
indéfiniment avec la variable x^ nous la comparerons à la fonc- 
tion x^. Si le quotient ^ tend vers une limite, quand x croît indé- 
finiment, nous dirons que a est le degré d^injinitude de la fonc- 
tion. Il est nécessaire, pour que ce degré existe, que .-^^ tende 

vers une limite. La condition n'est pas suffisante. Néanmoins, 
lorsqu'un infiniment grand n'est pas d'un degré déterminé, nous 

distin^îuerons deux cas, suivant que , ''• tend ou non vers une 
limite. Dans le premier cas, nous dirons que j^ est de degré (a) 
(qui s'énonce a parenthèses) si a est la limite de p-?-^. Nous exclu- 
rons au contraire complètement le second. Le premier cas se 
présente également dans la théorie des infiniment petits et il avait 
été considéré par Cauchj. Mais, depuis, ce cas singulier avait été 
laissé de coté. 

La fonction e^ a, d'après notre définition, un degré infini. Nous 
désignerons son degré par le sjmbole to. L'introduction de ce 
B. u 
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Symbole sera 1res utile pour caractériser les fonctions dont la crois- 
sance est analogue à celle de l'exponentielle. Nous n'entrerons pas 
dans le détail des calculs à effectuer sur le symbole co. Rappelons 
simplement que la multiplication par a> n'est pas commutative : 
e^* est de degré a>a; e*^, au contraire, sera de degré aw. Enfin, 

on désigne encore par — le degré de log^, et on légitime l'emploi 

de ce symbole en remarquant que x = loge* est de degré - to, et 

que, par suite, on a bien 



i 

~ 0) = I. 



De même 

est de degré (o — ; on a donc aussi 

I 

u> - = I. 
u> 

Rappelons maintenant brièvement les principales propositions 
dont nous aurons à faire usage. Elles trouvent leur origine dans 
un court Mémoire de M. Poincaré (^), où est établie une relation 
étroite entre la grandeur d'une fonction entière et son genre. 

Considérons une fonction entière de genre/? 

la série ^j — r—^ étant convergente. M. Poincaré a démontré 
qu'en posant | <3 1 = /• on a, quel que soit le nombre positif a, 
lim/(-s)e-a'-'""=o 

quand r croît indéfiniment. 

Si nous désignons par M(r) le module maximum de la fonction 
pour l^l = /' (2) (et par suite pour |zl^/'), nous pourrons dire 
que l'on a, pour /• assez grand, 

M(r)<e=t/-''^', 



(*) Bulletin de la Société matfiématique, i883. 

(^) Nous ferons désormais usage d'une manière constante de cette notation. 



LE THÉORÈME DE M. PICARD. Ôl 

ce qui établit déjà une relation entre Tordre de grandeur de la 
fonction et son genre. Nous ne démontrerons pas cette propriété. 
On peut d'ailleurs établir une inégalité plus précise en introdui- 
sant l'exposant de convergence de la suite des zéros, c'est-à-dire 
un nombre p tel que des deux séries 



2d\an\9-^' 2d\an\?^' 



la première diverge et la deuxième converge, quelque petit que 
soit le nombre positif e (*). Ce nombre p est compris évidemment 
entre p et /> -h i . 

Nous avons démontré dans le Chapitre III des Leçons sur les 
/onctions entières que^ quelque petit que soit le nombre positif e, 
on a, pour des valeurs assez grandes de r, 

C'est ce nombre p que nous appellerons of^dre de la fonction 
entière. Deux cas sont alors à distinguer : i® si la série X^j — r- 
di verge, nous dirons que V ordre p est par défaut. On aura l'iné- 
galité ci-dessus; 2® si la série \^ 7 — -converge, nous pourrons 
affirmer que l'on a 

M(^)<ee'"^ 

quelque petit que soit le nombre e; p est dit alors ordre par 
excès. 

Nous allons retrouver ces deux inégalités par la méthode de 
M. Lindelôf. 

II. — Théorèmes sur l'ordre. 

Considérons un facteur primaire d'une fonction de genre/? que 
nous écrirons sous la forme 






Q^^(u)={i—u}e « P 



(*) Cela revicQl à dire que le module d'un zéro a pour degré d'infiailude ( - j« 
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Nous allons démontrer que l'on a 

\(ip(u)\<e^\"\\ 

T étant un nombre quelconque compris entre p el p -\- i mais 
essentiellement distinct de o, et A étant une constante complète- 
ment déterminée lorsque l'on donne t. 
Supposons, en effet, | w] <[ i , on a 

Donc 

I Qpiu) I < e' "!'""-»-...< eîl«l''"'< eM"P, 

puisque T^/> + I etque|w|<i. 

Si |m| croît indéfiniment, | u 1*^ croît plus vite que | u\P. L'iné- 
galité est donc certainement vérifiée à partir d'une certaine 
valeur h de \u\. Reste à démontrer l'inégalité pour \u\ compris 
entre i et h. On remarquera qu'entre ces limites l'expression 

reste comprise entre deux limites déterminées. On peut donc 
trouver un nombre A tel que 

log|Q^(«)|<Alu|t 

et alors l'inégalité sera bien vérifiée. 

Considérons maintenant un produit canonique de facteurs pri- 
maires 



'^'^=u^''{k)' 



F est une (onction entière de genre p. Considérons en outre un 

nombre t tel que la série de terme général r^ converge, et 

supposons T compris entre p elp-hi différent de o. Décomposons 
le produit en deux facteurs 

h « 

FU)=xi><n 

1 A-Hl 
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On a, d'après ce qui précède, 



uo'ii) 



<e 



4|_=_l'^l^|v...-] 



La série qui figure en exposant étant par hypothèse conver- 
gente, on pourra toujours supposer h assez grand pour que 



^2;îir<^' 



et cela quel que soit le nombre positif donné e. La deuxième partie 
du produit est donc inférieure à e^'^ en posant r = |5|. Je dis que, 
pour r assez grand, on peut supposer que le premier facteur est 
aussi inférieur à la même expression. La chose est évidente : En 
effet, z entre en exposant à une puissance /> inférieure àT (*). 
On aura donc, pour r assez grand, 

|F(^)|<e«£r-, 

quelque petit que soit choisi le nombre e. 

Soit alors p Texposant de convergence de la suite des zéros. 
Nous distinguerons deux cas : 

I** La série j — rr converge. On peut prendre p = t et l'on a 

quel que soit s. 

2*' La série j — .- diverge. Elle converge alors pour t = p -h "n, 
quelque petit que soit 7^, et Ton peut écrire 

Ce sont les inégalités que nous voulions obtenir. 
Soit alors p' un nombre tel que, à partir d^une certaine valeur 
de r, on ait constamment 



e'''^'"'< M (/•)<€ 



rP'+ 



( ' ) /? est inférieur et non égal à t, car, sans cela, la série — - convergerait et 
la fonction serait de genre y?— i. 
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quelque petit que soit le nombre positif e ( *). On sera assuré que 
car la série 

converge certainement et, de plus, e est arbitraire. 

En second lieu, nous avons à rappeler une relation entre Tordre 
de grandeur de/(z) et de ses coefficients. Nous nous bornerons à 
énoncer le fait suivant : pour une valeur donnée de r il y a un 
terme du développement tajlorien de la fonction tel que, en le 
prenant pour valeur approchée de la fonclion, on commet une 
erreur très faible. Ce terme est naturellement le plus grand de tous. 

Enfin, rappelons encore un théorème dont le principe est dû à 
M. Hadamard, relatif au minimum d^une fonction entière d'ordre p. 
On trouvera la démonstration de Ténoncé plus général que nous 
allons donner au Chapitre IV des Leçons sur /es fonctions 
entières. 

On ne peut évidemment pas espérer trouver un minimum 
valable dans tout le plan, ni même à partir d'une certaine valeur 
de l^j, puisqu'une fonction entière a, en général, des zéros dont les 
modules croissent indéfiniment. Mais M. Hadamard a montré 
Texistence de cercles de rayons indéfiniment croissants et sur 
chacun desquels on peut fixer un minimum du module de la 
fonclion et nous avons, dans les Leçons citées, précisé les valeurs 
possibles pour les rayons de ces cercles. 

Excluons du plan toutes les couronnes circulaires obtenues de 
la manière suivante : si r„ est le module d'un zéro, nous tracerons 
de l'origine comme centre les deux cercles de rayon r„ — i, r,i4-i 
et nous exclurons la couronne comprise entre ces deux cercles. 
Le théorème de M. Hadamard généralisé consiste alors en ce que, 
en dehors de la région ainsi exclue, on a 

On voit que ce minimum est inverse du maximum trouvé tout à 
l'heure. 

Ce qu'il importe d'observer surtout, c'est que la région exclue 
du plan est infiniment petite par rapporta celle que l'on conserve. 



(') Cela revient à dire que M(r) est de degré w(p'). 
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Il en résulte que, sî Ton considère simultanément un nombre 
limité de fonctions, il existera pour l'ensemble de ces fonctions 
une infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants sur les- 
quels le théorème pourra s'appliquer. Nous avons développé ces 
considérations au Chapitre déjà cité. Nous avons tenu à les rap- 
peler succinctement à cause de leur importance. 



lir. — Le théorème de M. Picard. 

Ce théorème, rappelé au début du Chapitre, est relatif au 
nombre de racines d'une équation 

F(3) = a, 

où F(z) est une fonction entière et a une constante. Remarquons 
tout de suite qu'on ne peut espérer avoir une réciproque complète 
des propositions relatives aux relations entre l'ordre d*une fonc* 
lion entière et le nombre de ses zéros. Si, en effet, pour un poly- 
nôme, le nombre des racines est une fonction bien déterminée de 
son degré, il n'en est plus de même pour une fonction entière. 11 
existe des fonctions entières d'ordre aussi élevé qu'on veut et 
dépourvues de zéros. G (5) étant une fonction entière quelconque, 
e^*'^ sera aussi une fonction entière et elle n'a pas de zéros. 

Nous allons maintenant rappeler l'énoncé du théorème de 
M. Picard relatif aux fonctions méromorphes. Nous généraliserons 
ensuite ce théorème ainsi que celui qui est relatif aux fonctions 
entières. 

Soit G(^) une fonction méromorphe; si les trois équations 

G(z) = b, 
G{z) = c, 

oii a, 6, c sont trois constantes distinctes, ont chacune un nombre 
limité de zéros, G{z) se réduit à une fraction rationnelle (*). 

Nous appellerons équations exceptionnelles celles qui ont un 
nombre limité de zéros. Les théorèmes précédents expriment donc 

(*) Le premier théorème est un cas particulier de celui-ci. Dire en effet que 
réquation G{z)=oo a un nombre limité de zéros, c'est dire que G(^) est le 
quotient d'une fonction entière par un polynôme. 
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que le nombre des équations exceplionnelles est au plus i pour 

les fonctions entières, 2 pour les fonctions méromorphes. 

Nous allons démontrer ces théorèmes et les généraliser de 
deux manières différentes : nous montrerons d'abord qu'il y a en 
général une infinité de zéros d^iin ordre déterminé, sauf pour 
un certain nombre d'éqiialions que nous appellerons équations 
exceptionnelles; de telles équations pourront avoir une infinité 
de zéros, celte infinité n'étant pas du même ordre que pour les 
équations non exceptionnelles. En second lieu, nous prendrons 
pour a, 6, c, non plus des constantes ou des polynômes, mais des 
fonctions entières d'ordre inférieur à la proposée. 

Commençons par quelques considérations générales. Soit G(5) 
une fonction entière pour laquelle on connaît la fonction M(r) de 
degré d'infinitude w{p). On sait que l'exposant de convergence p' 
de la suite de ses zéros est inférieur ou égal à p. Formons, au 
moyen de ces zéros, un produit canonique de facteurs primaires, 
soit 

Alors le quotient p^— — sera une fonction entière dépourvue de 
zéros. On pourra donc poser 

Q(z) étant une fonction entière. Mais il existe des cercles de 
rayons indéfiniment croissants sur lesquels |G<(s)| est supérieur 
à e~1'^* et, a fortiori, à e"^^\ Comme |G(5)| sur ces mêmes 
cercles doit être inférieur à e'*"'^^*^' , on voit que Ton doit avoir 

Tj étant très petit. 11 en résulte bien manifestement que Q(-s) est 
un polynôme de degré p au plus et il se présente naturellement 
deux cas, suivant que p est ou non entier. 

Si p n'est pas entier, Q(:î) est au plus de degré q = E(p). Mais 
alors le second membre cri)ît au plus aussi vite que 

et comme le premier croît au moins aussi vite que 
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on voit sans peine que Ton doit avoir 

P ^ ?' 

Si maintenant p est entier, le polynôme Q(z) peut être de 
degré p, et le raisonnement précédent est en défaut. Rien n'em- 
pêche alors de supposer (pie G|(3) est d'ordre inférieur à p, ou 
même que la suite des zéros est à croissance irrégulière. 

Abordons alors la démonstration du théorème de M. Picard, 
et commençons par un cas simple, celui oit a et 6 seraient des 
fractions ratiojinelles en prenant l'expression : équation excep- 
tionnelle dans son sens restreint. Considérons l'équation 

G(3)-.r_'i.>. 

P et Q étant deux polynômes. On a, par suite, pour toutes les 
racines de cette équation, 

Le premier membre de cette équation est une fonction entière 
qui est évidemment d'ordre p, car P et Q n'influent certainement 
pas sur cet ordre. Elle aura donc, en général, une infiniié de 

zéros, dont le nombre sera de degré (-)• Supposons que ce soit 

une équation exceptionnelle, on pourra alors écrire 

H étant un polynôme admettant les zéros, en nombre limité, du 
premier membre et K(;5) étant un polynôme de degré p au plus. 
Supposons qu'il existe une autre équation exceptionnelle; on 
aura encore 

G{z)(),{z)-V,{z) = \\,{z)e^^^'') 

et, par suite, en éliminant G(5), 

Une telle relation est impossible : elle exige d'abord, en eflet, 
que K et Ki ne diffèrent que par une constante, sans quoi le 
second membre croîtrait plus vite que le premier. On peut, 
d'ailleurs, faire entrer cette constante dans H ou dans H, et, par 
suite, la supposer nulle. Il faudra alors, toujours pour la même 
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raison, que 


HQ,= H,Q 


et, par suile, 
ou 


PQi = PiQ 

P P, 
Q~Qi' 



Les deux équations exceptionnelles ne sont donc pas distinctes. 
D'ailleurs, le raisonnement est en défaut si K ^ K^ ^ o, auquel 
cas G(z) est une fraction rationnelle, ou plutôt, puisqu'elle est 
entière, un polynôme. 

Le mode de raisonnement s'étend sans difficulté au cas des 
fonctions méromorphes. Représentons une telle fonction sous la 
forme du quotient de deux fonctions entières. Soient F(.s), G{z) 
deux fonctions entières d'ordre p au plus, P{z) et Q(5) deux 
polynômes. Supposons qu'on ait une égalité de la forme 

G(z) _^ V(z) 
V(z)- Q{z) 

pour un nombre limité de valeurs de z. On voit, comme tout à 
l'heure, que la fonction entière d'ordre p 

G(z)Q(z)-F{z)P{z), 
qui a un nombre limité de racines, peut se mettre sous la forme 

G(z)q(z)-F{z)V{z) = e^i')U(z), 

H et K étant deux polynômes, K de degré p au plus. 
Supposons qu'on ait trois telles identités 

i G(z)q {z)-Fiz)v (z) = n (3)eK-), 

(I) G(z)Q,(z)-F{z)P,iz) = H,(z)e^^^-U 

1 G(z)q,{z)-F{z)Vi{z) = U^(z)e^*r^K 

On en déduit, en éliminant F et G, 

Q P H eK 
Qi Pi H,eK. 
Qs Pi Hî^K. 

On voit, par un raisonnement analogue au précédent, que 
cette identité entraîne K ^ K, ^ K2, et alors on voit, en divisant 
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membre à membre deux des trois identités (i), que p|^ se réduit 
à une fraction rationnelle (*). 

Nous allons généraliser ces deux propositions en suivant une 
marche analogue. Soit, d'abord, G(z) une fonction entière 
d'ordre p. Je dis qu'on ne peut pas avoir deux égalités de la 

forme 

P(z) 



G(z) = 



Q(2) 



pour une infinité de valeurs de z formant une suite dont l'expo- 
sant de convergence est inférieur à p, P et Q désignant deux 
fonctions entières d'ordre inférieur à p. En effet, dans ces condi- 
tions, la fonction d'ordre p 

G{z)P(z)-q{z) 

est égale à H(s)e*^^\ H(>3) désignant un produit canonique 
d'ordre inférieur à p formé avec les zéros du premier membre 
et K(3) un polynôme de degré effectivement égal à p. Supposons 
qu'on ait une deuxième identité de celte forme 

G(^)Q,(c)-P,(2)=H,(;:)eK.<^ 

on en tire encore 

QP,- PQ,= HQieK-HiQeK.. 

Tout revient donc à montrer l'impossibilité d'une relation de la 

forme 

cp(^)eK («)-+- cpje"*! <=)-+- (p2= o, 

?> ?M ?2 étant des fonctions d'ordre inférieure p, K et K< des 
polynômes de degré p. Dérivons cette relation, nous aurons 

((pK'4-«p')eK-f-(9,K', H- cp',)<?^> -f- ?i= o. 

D'où l'on tire, en multipliant par (f.^, — cpj et en ajoutant ces 
deux relations, 



P P P 

(^) Le raisonnement suppose essenLiellemenl les trois fractions 7:» tt» tt^ 

distinctes, c'est-à-dire les trois mineurs PQ,— QP,... différents de zéro. 
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Admettons provisoîremcnl, quitte à y revenir dans un instant, 
que la dérivée d'une fonction d'ordre h est une fonction d'ordre 
au plus égal à h. Chacun des facteurs entre parenthèses sera dès 
lors une fonction d'ordre inférieur à p et, par suite, de cette 
identité on déduit e^~^' sous la forme d'un quotient de deux 
fonctions d'ordre inférieur à p. Gela est manifestement impossible 
lorsque le polynôme K — Ri est de degré p. Or, s'il était de degré 
moindre, en divisant membre à membre les deux identités 

GQ — P ^ HgK, 
GQ,-F, -HieK., 

ou aurait G{z) sous la forme d'un quotient de deux fonctions 
d'ordre inférieur à p. La fonction G{z) ne saurait donc être 
d'ordre p, comme on le voit de suite en appliquant le théorème 
de M. Hadamard. 

Démontrons maintenant le point sur lequel nous nous sommes 
appuyés, savoir que la dérivée d'une fonction entière est d'ordre 
au plus égal à celui de cette fonction. Considérons la fonction 
d'ordre p 

G ( 2 ) = «0 -h «i -3 -h Oj 3- -h . . . 

et une fonction majorante 

01V(r)=|ao|-h|a,|r-f.... (r=|i;|). 

La dérivée 

G'(5) = ai-hiatz -h... 

admet pour majorante la dérivée de 0R(/-) 

01T.'(r) = |a,|-i-a|aj|r-h.... 

Soient M(r) le maximum du module de G(z) pour | z | = r, 
Mi(r) la même fonction relative à G'(z). Pour comparer ces 
deux fonctions nous passerons par l'intermédiaire des majo- 
rantes. On aura 

Or, pour R > r, on a 

\^n\< -^-' 

Remplaçons dans DXi{r) les coefficients | a^ | par les seconds 
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membres des iDëgalilés précédentes. Il viendra 



M,(r)<M(R)(^ 



R« R« 

La série entre parenthèses est la dérivée de 



r r* I R 

i-h 



R R2 * * r R — r 

'-R 

Elle est donc éeale à -ir -, et l'on a 

^ (R — r)* 

, , ^ ^ ^ M(R)R 
Prenons R = / -i ; si Ton a 

on en déduira 

M,(r) < eV "^^Z X ^r -f- -^M x r«« 

et, par suite, 

M,(r)<e'-?^^ 

quel que soit e', pour une valeur assez grande de r. La proposition 
énoncée est donc démontrée. 

Donc, en résumé, en prenant l'expression adéquation excep- 
tionnelle dans son sens le plus large, on peut énoncer le théorème 
suivant : 

1® Pour une fonction entière dont C ordre n^ est pas entier, 
il n^y a pas d^ équation exceptionnelle; 

2** Il Y a une équation exceptionnelle, au plus, si l'ordre 
est entier. 



IV. — Extension aux fonctions niéromorphes. 

Nous allons étendre ces résultats aux fonctions méromorphes 
et nous en déduirons une classification de ces fonctions. 

Définissons d'abord l'ordre d'une fonction méromorphe. Soit 

'^^ F(z) 
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une telle fonclion, F et G étant des fonctions entières. L'ordre 
de f{z) sera, par définition, le plus grand des ordres de F et 
de G. Cette définition appelle une remarque : Nous devons 
supposer que les fonctions F et G sont les fonctions entières 
d'ordre minimum dont le quotient est égal à/. Il ne suffit pas de 
dire que F et G n'ont aucun zéro commun, car la multiplication 
des deux termes de la fraction par e^^'\ H étant une fonclion 
entière, augmente l'ordre sans introduire de zéros. Pour éviter 
toute difficulté on prendra, pour F, un produit canonique de 
facteurs primaires admettant pour zéros les pôles de f{z). Alors 
la fonction G se trouvera déterminée. 

L'ordre ainsi défini reste invariant lorsqu'on effectue sur /"une 
transformation homographique. Posons 

a, i, c, rf, étant quatre constantes telles que ad — bCj^o, Les 
deux termes de la fraction sont d'ordre p; /< est donc d'ordre p 
au plus. La transformation homographique ne peut donc élever 
l'ordre d'une fonction méromorphe. Elle ne peut non plus 
l'abaisser, car alors la transformation inverse, qui est de même 
nature, relèverait. 

Nous allons étendre celle notion de transformation homogra- 
phique au cas où a, 6, c, d sont des fonctions entières d'ordre 
inférieur à p. La propriété d'invariance subsiste encore. Il est, en 
effet, évident que si Ton pose 

G, = aGH-6F, 
F, — cG -\- dY, 

G< et F| sont, au plus, d'ordre p. Mais, inversement, on a 

P ./G, -/.F, 
ad — hc 

p _ — ^ G| • aVx 
ad — l/c 
et, par suite, 

^ ~ _cG,-i-aF,* 

L'ordre de /est donc, au plus, égal à celui de/|. Il en résulte 
que les deux ordres sont égaux. 
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Mais rimportance de cette notion apparaîtra encore plus nette- 
ment par les considérations suivantes : Elle va, en effet, nous per- 
mettre de distinguer, pour les fonctions méromorphes, trois cas 
correspondant à ceux déjà signalés par M. Picard et précédem- 
ment rappelés, relatifs au nombre des équations exceptionnelles. 

Premier cas. — Parmi les transformées hom^o graphiques 
de f{z) ne figure aucune fonction entière. 

Soit 

^*" cG-f-é^F 

une transformée. Alors l'équation cG-|-rfF = o admet bien, 
quels que soient c et rf, le nombre de racines qui est canonique 
pour une fonction d'ordre p. Si, en effet, elle en admettait moins, 
on pourrait former une fonction entière d'ordre inférieur à p, 
ayant les mêmes racines; soit M (2) cette fonction. Alors la fonc- 
tion 

M(aG4-6F) 



M(.-)/,(.-) = 



cG-f-fl^F 



serait une fonction entière puisqu'elle n'admettrait plus de pôles. 
Mais les deux produits Ma, M 6 seraient des fonctions entières 
d'ordre inférieure p. Cette fonction M/i serait donc une trans- 
formée homographique de y, et notre hypothèse ne serait pas 
vérifiée. 

Le premier cas est donc caractérisé par ce fait qu'aucune des 
équations cG-|-rfF = o n'est exceptionnelle, les fonctions en- 
tières c et d étant d'ordre inférieur à p. 

Deuxième cas. — Parmi les transformées figure une fonction 
entière, mais pour cette fonction le cas d^exception de 
M, Picard ne se présente pas 

Soit y(2) cette fonction. Posons 



On aura inversement 






cl-[ - h 
a — c Y 
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Une transformée quelconque sera de la forme 

_ A/-f-B _ ( Krl- Bo^-h Ba -\h 

Étudions au point de vue du nombre de ses racines l'équation 

et cherchons si cette équation peut être exceptionnelle. Je dis 
qu'on peut se borner, pour étudier ces racines, à égaler à o le 
numérateur. En effet, on introduit bien ainsi en trop les racines 
communes au numérateur et au dénominateur, mais ces racines 
vérifient l'équation 

(Arf— Bc)(Da— Cb) — ina-\b){Cd—Dc) = o, 

qui peut s'écrire, comme l'on sait : 

(AD — BC){ad—bc)=o. 

L'exposant de convergence de la suite de ces racines est donc 
certainement inférieur à p et nos conclusions n'en seront pas 
altérées. 

Le numérateur est, en général, une fonction entière d'ordre p 
non exceptionnelle, puisqu'il en est ainsi de y. Il y a cependant 
un cas d'exception : c'est celui où l'on a 

Xd— Bc = o. 

Dans ce cas, l'équation /, =: o est telle que l'exposant de conver- 
gence de la suite de ses zéros est inférieur à p. Or, dire qiie/i =o, 
c'est dire que l'on a 

Nos conclusions sont donc les suivantes : Parmi les équations 

de la forme précédente, oà A. et B sont des fonctions entières 

d'ordre inférieur à p, il y en a une, et une seule, telle que 

C exposant de convergence de la suite de ses zéros soit inférieur 

à p. C'est ré([uation 

Jiz)-.- .. 
c 

Ce cas correspond à celui où le nombre des équations excep- 
tionnelles est éjjal à un, dans le théorème de M. Picard. 
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Troisième cas. — Parmi les transformées figure une fonc- 
tion entière, et cette fonction se trouve dans le cas d^ exception 
de M. Picard. 

Soil 

_ af^h 
^ ~ cf-^d 

celle fonclioD. Son ordre p, qui est rordre de /i, est nécessaire- 
inenl entier, el l'on peut poser 

M étant une fonction entière d'ordre inférieur à p et V{z) un 
poKnorae de degré p exactement. On voit aisément, en reprodui- 
sant le raisonnement déjà fait dans le premier cas, que la fonc- 
tion -j. est aussi une transformée homographique de /. il en ré- 
sulte que parmi les transformées figure une exponentielle. C'est 
là ce qui caractérise ce cas. 
Mais, inversement, on aura 

A, B, C, D élant quatre fondions d'ordre inférieur à p. Consi- 
dérons alors une transformée quelconque 



on en déduit 






Considérons encore l'équation f\{z) = o. Pour étudier la suile 
de ses racines, on peut encore ici se borner à égaler à o le numé- 
rateur. On trouve une fonclion d'ordre p, en géuéral non excep- 
tionnelle. Elle le devient dans les deux cas suivants : 

aB-4-6D =0, 

Dans ces deux^cas l'exposant de convergence de la suite des zéros 

est d'ordre inférieur à p. Ils correspondent visiblement aux deux 

B. 5 
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équalions : 

/(.) = J et /(.) = |. 

On peut donc dire que pour V équation 

a et b étant d^ ordre inférieur à p, la suite des zéros a pour 
exposant de convergence p, sauj pour deux équations excep- 
tionnelles. 

Nous avons donc épuisé tous les cas, puisque le troisième ren- 
ferme tous ceux qui étaient exclus par les deux premiers. La 
généralisation du théorème de M. Picard est donc complète. De 
plus, nous avons, dans chacun des cas, mis en évidence un fait 
caractéristique de ce cas. Le premier est le cas général. Les autres 
ne se présentent que si, parmi les transformées homographiques, 
figurent des fonctions entières. Dans le troisième cas, une des 
transformées est une exponentielle. 

Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant : 

Étant donnée une fonction méroniorpke f{z) d'ordre ^ et 
une autre fonction méromorphe quelconque 'f(z) d'ordre infé- 
rieur, parmi les équations 

il n[y en a pas en général d'exceptionnelles, et, s' il y en a, il 
y en a deux au plus. 



CHAPITRE IV. 

LES SÉRIES DE FRACTIONS RATIONNELLES. 



I. — La décomposition en éléments simples. 

C'est à l'étude du développement des fonctions méromorplies 
sous la forme d'une série d'éléments simples, c'est-à-dire d'une 
série de fractions rationnelles dont chacune possède un seul pôle, 
que nous allons nous attacher maintenant. Nous étudierons aussi 
les relations entre cette forme et celle du quotient de deux fonc- 
tions entières qui nous a déjà servi dans le Chapitre précédent. 

On obtient d'abord aisément des fonctions méromorphes dé- 
composées en éléments simples en considérant la dérivée loga- 
rithmique d'une fonction entière. Soit une fonction entière de 
genre/? : 

Considérons sa dérivée logarithmique. C'est une fonction méro- 
morphe 

•^(^> = Gû) =lU-^^ ^ .t; -^ ^ ^--^ -<-J' 

et elle est justement donnée sous la forme d'une série de fractions 
rationnelles dont chacune possède un seul pôle. 

On n'obtient ainsi, bien entendu, que des cas très particuliers de 
fonctions méromorphes, mais il arrive souvent que de telles fonc- 
tions se comportent comme des dérivées logarithmiques de fonc- 
tions entières. On sera conduit tout naturellement à considérer 
des développements en série dont l'élément simple sera de la 
forme 

4 r ' i z zp-n 

"Iz^a^ Un al aP ] 

les A,| n'étant plus maintenant des nombres entiers. Si ces 
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nombres A,^ ne croissenl pas Irop vile, si, par exemple, ils restent 
inférieurs à une quantité fixe, le développement que nous consi- 
dérons sera analogue à la dérivée logarithmique d'une certaine 
fonction entière de genre fini p. Mais la restriction que nous 
imposons ainsi à A/i a Tinconvénient de ne faire s^appliquer de 
tels développements qu'à une catégorie très restreinte de fonc- 
tions méromorphes. Il est aisé, en efiet, de concevoir des exemples 
très simples de ces fonctions où les A/, (résidus relatifs aux 
pôles a„) croissent très vite. Remarquons que l'élément simple 
que nous avons écrit peut aussi s'écrire 



a^;,{z^an) 



et même, si les A,, grandissent très vile avec /?, on peut toujours 
prendre p assez grand pour que celle série converge. Si, par 
exemple, on prend A,|=:^'J, il suffira de prendre/? > /i pour que 
la série converge. Si alors on veut conserver l'analogie avec une 
dérivée logarithmique de fonction entière, c'est une fonction 
entière de genre infini qu'il faudra considérer. 
Donnons-en un exemple. Considérons la série 



^^^' ^(z — n){z — n — e-« 



)' 



qui est manifestement convergente. Formons une fonction entière 
avant pour zéros les pôles dey(^); ce sera 



G(.)=n('-^>"(-7r:r;^>""^"- 

C'est bien une fonction de genre un, car les deux séries 

v-L et y ! 

sont convergentes. Je dis que le produit /(z)G{z) est une fonc- 
tion entière d'ordre un. En eflet, c'est d'abord certainement une 
fonction entière. Pour avoir son ordre, nous chercherons le maxi- 
mum du module de/{z) sur des cercles de rayon n -\ — • On voit 
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aisément que sur ces cercles on a 



l/(.)|,<8^. (1)^,(1)'- 



Soit k la somme de la série ci-dessus, qui est évidemment con- 
vergente. On aura donc sur ces cercles 

|/(^)G(^)1<^|G(^)|. 

Comme G{z) est d'ordre un et que d'autre part ces cercles sont 
suffisamment rapprochés, on en conclut bien que /(z)G(z) est 
d'ordre un, f{z) est donc une fonction méromorphe d'ordre un. 
Décomposons-la en éléments simples. On aura 



/'=>=2M"r7»-ï^,] 



Mais la série qui est dans le second membre n*est plus absolu- 
ment convergente si l'on supprime le crochet. Pour la rendre con- 
vergente, on sera forcé d'ajouter à chaque terme un poljnome 
dont le degré croîtra indéfiniment avec n. Nous sommes justement 
dans le cas que nous avons signalé. 

Laissons de côté cette analogie des fonctions méromorphes et 
des dérivées logarithmiques et considérons un développement en 
éléments simples (*). 

Soit d'abord un développement de la forme 






La première question qui se pose est de savoir à quelles con- 
ditions ce développement représente une fonction méromorphe. 
Il suffît pour cela : i** que a„ croisse indéfiniment (2) et 2® que la 

«ni 



série > -— converge. En effet, si z est distinct d'un point a,,. 



(') Pour simplifier l'écrilurc, nous supposerons, dans tout ce qui suit, les pôles 
simples. 

(') Si a„ ne croit pas indéfiniment, mais tend vers une limite a, on peut, par 
la méthode que nous allons exposer, étudier la fonction f{z)^ qui a alors le 
point a comme point essentiel. 
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on peut écrîre 








z — an 


= 


A^ 








I — 


z 
an 



et les deux séries, dont les termes grénëraux sont — ^ et ^— con- 

vergent absolument en même temps. Sî le point z vient dans 
l'entourage d'un point an^ en retranchant de la série le terme 
correspondant, on obtient une série convergente, même en a^. On 
voit ainsi que/(>3) admet tous les points On pour pôles simples 
et n'admet pas d'autres singularités à distance finie. 

Nous n'irons pas plus avant dans l'étude de ces développements 
quand on ne fait pas d'autres hypothèses. On peut évidemment 
espérer trouver, dans ce cas, des résultats très généraux et très 
intéressants. Mais leur généralité même est un inconvénient. Ils 
ne peuvent, en effet, être d'aucun intérêt dans l'étude des diffé- 
rentes classes de fonctions méromorphes, ce qui est surtout notre 
objet. Nous allons, au contraire, augmenter le nombre de nos 
hypothèses, ce qui réduit nécessairement le nombre des fonctions 
auxquelles s'appliqueront nos résultats. 

La convergence de la série T] — ^ peut être obtenue de deux 

façons, soit qu'on suppose que les A„ tendent rapidement vers o, 
soit que les r7„ croissent rapidement. C'est surtout ce dernier cas 
qui va nous intéresser. Mais nous tenons à montrer qu'il est, en 
somme, assez particulier. A priori, en effet, on n'a aucun 
renseignement sur la croissance des a^. On pourra, par exemple, 
supposer soit ««= loglog . • • log/i, soit a,i=: e*'* : dans chacun 
de ces cas, on peut choisir les A„ de manière que la fonction soit 
méromorphe. L'hypothèse que nous faisons est donc, théorique- 
ment, très restrictive; elle l'est moins en pratique, car elle est 
vérifiée le plus souvent par les fonctions méromorphes qui se 
présentent actuellement. 

Nous supposerons donc que |a„[ soit de degré ( -)• On aura 
donc, pour n assez grand et quel que soit le nombre positifs, 

/i? <|«/i|</iP . 
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On pourra donc poser 

|rt;,| = nP -*-£«, liine,i=o^ 

el Ton pourra dire aussi que les a« sont les zéros d'une fonction 
entière d'ordre p à croissance régulière. 

II. — La convergence des séries canoniques. 

De plus, nous allons substituer au développement précédent un 
développement en éléments simples un peu plus général. Nous 
supposerons que la série 

2 Aff 

n'est plus convergente, mais qu'on peut assurer sa convergence 
en ajoutant à chaque terme un certain polynôme. Au sujet de ces 
polynômes, nous ferons une remarque. La méthode que nous allons 
suivre est, en somme, celle de Weierstrass. 

Le polynôme qu'il retranchait était toujours formé par les pre- 
miers termes du développement de j— — ; de même, le polynôme ' 
qu'il introduisait en exposant dans ses facteurs primaires provenait 
de celui-là par intégration. Plus tard, M. Mittag-Leffler s'est 
affranchi de cette forme particulière de polynômes et en a intro- 
duit de forme plus arbitraire. Mais, dans des recherches du genre 
de celles qui nous occupent, il n'y a aucun intérêt à introduire 
ainsi des polynômes assujettis à la seule condition d'assurer la con- 
vergence de la série. Les séries de polynômes sont, en effet, un 
des instruments de calcul les plus compliqués que l'on connaisse; 
elles sont très importantes en ce sens qu'elles s'appliquent à des 
catégories très larges de fonctions; mais, dans l'étude de fonctions 
particulières, nous aurons tout intérêt à n'employer que des poly- 
nômes d'une forme bien déterminée; c'est ce que nous ferons 
toujours. Nous appellerons série canonique de fonctions ration- 
nelles une série dont l'élément simple sera une fonction rationnelle 
à un seul pôle, dont le numérateur sera de degré inférieur au déno- 
minateur, diminuée d'un polynôme obtenu en prenant les premiers 
termes du développement de cette fonction suivant les puissances 
croissantes de z. 
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Dans le cas (auquel nous nous bornerons) des pôles simples, 
les éléments simples seront donc 



z^an an ciniz — an) 
\ \ z z' 



an an a,î aj(3 — a«) 
> 



Z — a„ Un rt>« a^r^i^z — On) 

La série canonique sera donc 
ce que nous écrirons symboliquement 

en représentant par 

Kz^anhn 

A 

les \n premiers termes du développement de - — '^— • 

z — Un 

Cherchons à quelles conditions la série précédente convergera 
et représentera une fonction méromorphe. Je dis que, si l'on pose 
/',, = |a,, |, cette condition s'exprime par la convergence de la 
série entière 

yiAiii;.x,. 

Si Ton forme, en effet, le rapport des modules des termes corres- 
pondants de ces deux séries, on voit que ce rapport a pour limite 
zéro. Par suite, si la série précédente converge, il en est de même 
de la première. 

Nous avons déjà fait une hypotht^se sur la croissance des zéros a„. 
Nous allons en faire une aussi sur la croissance desVésidus A„. 
Remarquons que, si Ton a 
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on en lire 

, _ G(an) 

Nous avons écarté le cas où F'(an) était très petit, pour nous 
borner à celui où G(«/,) est très grand. Tout ce qu'on peut dire 
d'ailleurs sur cette fonction d'ordre p, c'est qu'elle est inférieure 
à e*^', quel que soit s pour r„ assez grand. On ne diminuera pas, 
au moins en général, la croissance en divisant par F^^Un)- On doit 
donc supposer 

|A«|<e'r'. 

C'est la plus petite limite supérieure qu'on puisse imposera | A;,|; 
mais rien n'empêche de supposer que cette quantité est notable- 
ment inférieure à cette limite. Si donc nous posons 

Tjrt sera, soit positif et alors très petit, soit négatif et quel- 
conque. 



Nous avons posé 






I 


On aura donc 








Posons 









On pourra dire que, quelque pelit que soit donné le nombre 
positif, on pourra toujours prendre n assez grand pour que 

0« < e, 

l'inégalité n'ayant pas lieu forcément en valeur absolue. On aura 
alors 

Nous allons maintenant déterminer le nombre X„ par les 
conditions suivantes. Considérons le plus petit nombre a^, qui 

soit supérieur à la fois à - et à 2 9,,. Quand n croît indéfiniment, 

ce nombre tend vers zéro. On aura d'ailleurs évidemment, en vertu 



74 CHAPITRE IV. 

de la manière dont aj, est choisi, 

K — 6/» > - ; 

"kn sera alors déterminé par l'égaillé suivante : 

où jjL„ désigne le pins petit nombre supérieur à (jl), et rendant 
entière l'expression 

Ces nombres jjl« tendent également vers o et vériGent ajssi 
l'inégalité 

1^,1 - 0„ > ^ . 

Les "k/i étant ainsi déterminés, considérons la série canonique 

Je dis qu'elle converge pour toute valeur de z différente des a«. 
Il suffit, pour cela, de démontrer la convergence de la série sui- 
vante : 

|A;,|rXn 






Je vais démontrer de plus que cette série définit une fonction 
entière d'ordre p. Rappelons qu'en général la série 

définit une fonction entière si yc,i tend vers o. 
Or, nous avons 

Le terme général de la série est donc 

~~- Â — ITn* 
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Formons ^c„. Cette quantité est égale à 

'* r Vn 

en vertu de Tinégalité 

fA«— ô/i> -• 

Cette expression tend bien vers o quand n croît indéfiniment. 
L^ordre de la fonction entière sera la limite de 

log>^/> 



\og\rn V^) 
si cette limite existe. Or, on a 

log^/i = (i -+- fA«) logn ■- loglog/-«, 

p -t- £/» 

et l'on en déduit sans peine que l'ordre est égal à p. 

III. — Cas de la distribution ordinaire des pôles. 

Considérons maintenant une fonction méromorphe quel- 
conque 

F et G étant d'ordre p. Nous allons supposer la distribution des 
zéros de F (.s) ordinaire. Voici ce que nous entendons par là. 
Si a„ est un zéro simple, nous supposerons que l'on a 

|F'(a„)|>e-«-*■^ 

Nous dirons, au contraire, que la distribution est extraordi- 
naire, si, pour une infinité de zéros, on a 

|F'(a„)|<e'*'^'. 

Nous reviendrons plus loin sur la distribution extraordinaire, 
mais nous tenons à signaler, dès maintenant, que le cas de la dis- 
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tribiition ordinaire est, en somme, le cas général. C'est, en effet, 
comme nous le venons plus tard, le cas où les zéros ne se rap- 
prochent pas indéfiniment deux par deux (*). 

Nous allons montrer que, dans l'hypollièse faile de zéros à 
croissance régulière et distribués dune façon ordinaire, on peut 
décomposer la fonction /(:;) en une série de fractions rationnelles 
canonique, augmentée d'une fonction entière, dont Tordre ne 
dépasse pas p. Ce développement sera alors absolument analogue 
à celui d'une fraction rationnelle en éléments simples, augmentés 
d'un polynôme de degré inférieur à ce qu'on peut appeler le 
degré de la fraction rationnelle. 

En effet, connaissant les pôles a„ et les résidus A„= ^ — ^» 

nous pouvons déterminer les nombres entiers \n de façon que la 
série 

représente une fonction méromorphe. Considérons alors la diffé- 
rence 

\l{z)^f{z)~faz\ 

C'est une fonction entière. Je dis qu'elle est d'ordre p au plus. 
On a, en effel, 

H(^)= p(T^ 

et tout revient manifestement à établir que le produit /*| F est 
d'ordre p au plus. Nous allons, pour cela, entourer les pôles a,, de 
cercles assez petits pour qu'ils ne recouvrent pas tout le plan et 
suffisamment grands d'autre part pour que \z — «« | soit assez 
grand. Soit R,, le rayon de celui de ces cercles qui entoure ««. 
Supposons 

' n 

Leur surface sera, au plus, ^5j~î*' ^^ cette surface sera finie 
pourvu que 9.5 >> p. Cherchons alors à limiter la fonction f^ dans 



(') Notre définilion peut s'étendre au cas des zéros multiples, en supposant que 
c'est la première des dérivées non nulles de F qui vérifie de telles inégalités. 



LES SERIES DE FRACTIONS RATIONNELLES. 77 

une région intérieure à ces cercles. On aura évidemment 

La fonction entière qui est dans le second membre est d'ordre o. 
Elle diirère, en effet, très peu de la fonction que nous avons 
étudiée il y a un instant, et les raisonnements et les calculs faits 
s\'ippliqncnt presque sans modification. Dans une telle région, 
le produit/<F sera donc aussi inférieur à une fonction d'ordre p. 
Comme, d'autre part, nous savons que ce produit définit une 
fonction entière, nous pouvons affirmer que le résultat subsiste 
même dans la région exclue du plan. 

Pour cette dernière partie du raisonnement, il est essentiel de 
supposer que l'on peut tracer dans Taire non exclue un contour, 
entièrement à distance finie, renfermant à son intérieur l'un quel- 
conque de ces cercles. Jl faut remarquer que la condition que 
nous avons imposée à Taire totale d'être finie n'est pas suffisante 
pour cela. Il est facile d'imaginer des cercles d'aire finie et tels 
qu'on ne puisse tracer de contour remplissant les conditions pré- 
cédentes. Supposons, par exemple, que les pôles soient les points 

d'abscisses i, 14-7* i-h :+:;»••• situés sur Taxe des quantités 

réelles. (Ces points s'éloignent évidemment à Tinfini.) Traçons, 

de ces points comme centres, les cercles de rayons i, -^ -, ... 

Ces cercles empiètent les uns sur les autres. La région qui leur 
est intérieure forme un continuum d'un seul tenant qui s'éloigne 
à Tinfini, et cependant Taire totale en est finie. Nous serons 
certains d'éviter ce cas d'exception en ajoutant la condition que la 

somme des diamètres reste finie, c'est-à-dire que la série ^~T 
soit convergente ou que 5 >► p. 

On peut donner une condition un peu plus avantageuse. Il 
n'est, en effet, nullement nécessaire que la somme des diamètres 
reste finie : il suffit simplement que la somme des diamètres des 
cercles exclus correspondant à des pôles de module inférieur à r 
soit inférieure à r. Si Ton désigne par a,,, a,^^< les deux pôles 
dont les modules comprennent /*, on devra avoir, par exemple. 
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OU 



OU 






n9 



Et, en remplaçant cette somme par une intégrale définie, ce qui 
en accroît la valeur, nous voyons qu'il suffira que Ton ait 



3 1-^ i 



s 
I 

p 



et pour cela il suffit que Ton ait p — s <Ci ou 5 >• p — 1 . C'est la 
valeur que nous voulions obtenir. 

Nous avons donc établi le théorème fondamental que nous 
avions en vue. On aura bien 

A-)=/i(^)-+-H(^), 

/i étant une série canonique et H une fonction entière d'ordre p. 
Remarquons que, ici encore, on pourrait faire disparaître cette 
fonction H en en répartissant les termes entre les éléments simples, 
mais nous perdrions aussi le bénéfice de la forme bien déterminée 
de la fraction simple, terme général de ^"1 [z]. 



IV. — Remarques sur les séries générales 
de fractions rationnelles, 

La méthode que nous venons d'utiliser, et qui consiste à exclure 
du plan de petits cercles entourant les pôles, peut s'appliquer, 
d'une manière très générale, à l'étude des fractions rationnelles, 
même lorsqu'elles ne représentent pas des fonctions méromorphes. 
Nous allons en dire quelques mots. 

Nous ne ferons aucune hypothèse sur la position des pôles dans 
le plan. Nos hypothèses porteront seulement sur l'étendue de la 
portion exclue du plan. 

Étudions d'abord le cas simple où les pôles sont des points de 
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Faxe réel. Considérons une expression 

A. 



<■> 2j^' 



A/,, an étant des constantes réelles eta,2 une variable réelle. Nous 
ne savons rien sur la distribution des points an : ce sont des points 
d'un segment ÂB de longueur a. Entourons chacun d'eux d'un 
petit segment de longueur lUn {an étant le milieu du segment) et 
excluons du segment ÂB toute la portion intérieure à ces seg- 
ments, c'est-à-dire tous les points d'abscisse comprise entre an — Un 
et «/i-h Un* La question qui se pose est alors la suivante : Peut-on 
choisir les Un de façon i*' qu'il y ait des points de AB intérieurs à 
tous ces segments, et 2° que, pour ces points, la série (i) converge? 

Pour fixer les idées, supposons la série 2 ^1 ^" I convergente. 
On peut alors déterminer un nombre p tel que, si l'on prend 
Un = /? y/| A,i I , il existe des points pour lesquels les conditions pré- 
cédentes soient remplies. En effet, pour un point intérieur aux 
segments exclus, on a 

La série converge donc bien. D'autre part, la série 

étant convergente, on peut toujours supposer/? choisi de manière 

que sa somme soit inférieure à -• Alors la portion totale exclue 

du segment AB est inférieure à AB. On peut regarder comme 
évident qu'il y a des points de AB extérieurs à la portion exclue. 
Nous allons d'ailleurs démontrer ce point en toute rigueur. 
Dire qu'il n'y a pas de point extérieur aux segments exclus, c'est 
dire que tout point M de AB est intérieur (*) au moins à un de 
ces segments, ou coïncide avec une de ses extrémités. Je dis qu'on 
peut écarter cette dernière hypothèse. On peut, en effet, aug- 
menter chacun des segments 2 Un d'une très faible portion de sa 



(*) Nous preooQS, dans ce qui suit, le mot intérieur dans son sens le plus 
restrictif. 
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valeur, de façon que la somme des nouveaux segments soit encore 
iuférieure à AB. La chose est manifestement possible. Posons, en 
effet, 

Choisissons un nombre c entre a et b. Substituons à chaque 
segment 'lUn un segment ayant pour longueur 

et ajant même milieu an que 2W„. On aura 

'i.^u'a= ^^2"« = c<a. 

C'est ce que nous voulons établir. Nous raisonnerons désormais 
sur ces nouveaux segments que nous continuerons à appeler 2 w,,. 
Nous voulons montrer qu'il est impossible que tout point M de AB 
soit intérieur à un au moins de ces segments; je vais montrer que 
si ce fait était vrai l'on pourrait, parmi ces segments, en choisir 
un nombre limité tel que tout point M de AB soit intérieur au 
moins à Tun d'eux. Si nous établissons cela, le théorème sera 
démontré, car la somme de ce nombre limité de segments étant, 
a fortioriy inférieure à AB, ils ne sauraient épuiser tous les 
points de AB. 

Pour démontrer le point sur lequel nous nous appuyons, 
supposons-le inexact. Alors, quelque grand que soit donné le 
nombre q^ on pourra trouver des points M tels que le rang des 
segments les contenant soit n^q. Divisons en deux parties égales 
le segment AB. L'une des deux parties jouira de la même pro- 
priété, et ainsi de suite. Nous formons ainsi une suite illimitée 
de segments (o tendant vers un point limite [jl intérieur à AB. 
C'est ici que se présente une contradiction; [jl étant intérieur 
à AB est intérieur à un des segments, lUh par exemple. Mais on 
peut choisir un segment (o qui soit entièrement intérieur au seg- 
ment lUh* Pour ce segment, il ne saurait donc y avoir de point M 
tel que le rang d'un segment quelconque le contenant soit supé- 
rieur à un entier quelconque q^ puisque, pour tout point intérieur 
à w, ce rang est l'entier déterminé A. La proposition est donc 
démontrée. 
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Nous allons simplement supposer la série ^ w^ convergenle 

sans rien supposer sur sa somme, et nous allons montrer que, 
sur un segment A'B'=a', aussi petit qu'on voudra, intérieur 
à AB, il y a des points extérieurs à ces segments. On peut tou- 
jours, en effet, prendre n assez grand pour que 



-1 



Entourons alors les n premiers points ai, a^^ •••7 an de seg- 

ments 2e, aei, ..., 22^ dont la somme soit inférieure à — (par 

exemple, chacun des s sera inférieur à — )• Si nous substituons 

aux segments 2Wi, ..., iiin les segments 2e,, ..., 25^, le théo- 
rème précédent s'appliquera; la somme des segments exclus est 
inférieure à a', et sur le segment a' il y a des points extérieurs 
aux segments exclus, rendant, par suite, convergente la série 

^ — y puisque c'est ainsi qu'on a choisi les Un- 

Donnons comme exemple la série \^ — ^^^>/> et q étant deux 

X — — 

entiers positifs, et/? étant inférieur à q. Si les A^^ sont suffisam- 
ment petits, il y aura sur le segment o-i une infinité non dénoni- 
brable de points rendant convergente la série, et, cependant, 
chacun d'eux sera voisin d'une infinité dénombrable de pôles de 
la série. Pour bien préciser, nous rangerons les pôles dans l'ordre 
suivant. Nous ferons y = 2 avec y? = i , puis q ='i et /? = i , 
/> = 2, ,..^q=in avec /? = i, /? == 2, , . .^ p = n — i; le rang du 

pôle — sera alors inférieur à q^. Si l'on pose A^^y= A,,, on aura 

n < q^. Si l'on prend, par exemple, 

la série ^s/A^ sera convergente, car on a 
A«<— ^, /Â^< 
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et l'on est bien dans les conditions requises. 
B. 
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Le principal théorème établi dans ce qui précède s'élend au cas 
où Ton considère, au lieu d'un segment de droite, un arc de cercle. 
Il s'appliquera de même à un angle ajant son sommet à Torigine. 
Si Ton convient d'exclure du plan l'angle compris entre les deux 
droites d'argument a,,dL(o,i (a;, étant l'argument d'un pôle), on 
pourra dire que, dans tout angle intérieur à l'angle total, figurent 
des droites non exclues, les a>„ étant simplement assujettis à rendre 

la série \] o)„ convergente, sa somme étant inférieure à l'angle 

considéré. 



V. — Application aux fonctions méromorphes. 

Appliquons ces résultats à un exemple simple. Considérons 
une fonction entière 



/<^>-n(-„^) 



et supposons que la série ^^j r^ converge pour une valeur de 5 

inférieure à-- Autrement dit, l'ordre de la fonction entière sera 
1 

inférieur à - (elle est de genre o). Prenons la dérivée logarith- 
mique 

7Ô 






C'est une fonction méromorphe admettant pour pôles les 
points a,t. De chacun de ces points comme centre, décrivons un 
cercle de rayon | a,/ 1*. Si le point z est extérieur à tous ces cercles, 
on aura \z — «/* | > | «« 1^ et, par suite, on voit immédiatement 
que la série converge, car 

Je dis qu'on peut trouver des droites issues de l'origine et telles 
que, en s'éloignant indéfiniment sur ces droites, la fonction 
méromorphe tende vers o. Menons, en effet, de l'origine des lan- 
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génies aux cercles exclus. L'angle de ces tangentes est 

2 arc sin la^"*!. 

La série de ces angles converge en même temps que la série 

-. — j-j3^» et celle-ci est évidemment convergente puisque 5 <; -• On 

peut donc trouver un nombre n' assez grand pour que le reste de 
la série limitée au terme de rang n' soit inférieur à ait, et alors 
on sera assuré, en vertu des théorèmes précédents, qu'il existe 
des droites issues de l'origine ne coupant aucun des cercles relatifs 
aux pôles de rang supérieur à n' et coupant, par suite, un nombre 
Kni de cercles exclus. Alors, supposons que le point z s'éloigne à 
l'infini sur une de ces droites. A partir d'une certaine position, il 

ne rencontrera plus aucun des petits cercles; le module de ^y sera 
donc inférieur à ^^-. — p» Choisissons alors un nombre p tel que 

«0 

e étant donné d'avance. On pourra donc choisir des positions de z 
suffisamment éloignées de l'origine pour que la somme des termes 
suivant le z?''^^"*' soit inférieure à e. Gomme, d'autre part, les p pre- 
miers termes sont des fractions rationnelles de la forme > 

leur somme peut être, pour |5| assez grand, rendue inférieure à e. 
Dès lors, la valeur absolue de ^ sera inférieure à 2£ pour toutes 

les positions suivantes de z. Le ihoorème est établi. 

Les droites dont nous venons d'établir l'existence sont en 
nombre infini et forment même une infinité non dénombrable. 
Cependant, il peut arriver que Ton ne puisse trouver un angle 
dont toutes les droites remplissent la condition. Supposons, par 
exemple, que l'on ait 



<'n=j^,e 






p et q étant deux entiers quelconques; toute droite passant par 
l'origine et d'argument commensurable avec tz rencontrera un 
pôle. On ne saurait donc trouver un angle, si petit qu'on le 
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choisisse, tel que loules les droites intérieures à l'angle possèdent 
la propriété précédente. 

VI. — Cas des fonctions méromorphes à pôles simples. 

On peut obtenir des résultats assez analogues aux précédents 
en appliquant la même méthode aux fonctions méromorphes à 
pôles simples 

Posons 1^7,1 =;•«. Décrivons du pôle a,i comme centre uti 
cercle de rayon rj^. Supposons que la série ^^-^^ converge. Le 
raisonnement précédent s'appliquera sans rien y changer sous la 
seule condition que la série ^-77=7 converge aussi. 

Les hypothèses précédentes n'imposent aucune restriction à la 
croissance des zéros. Les conditions précédentes sont compatibles 
avec toutes les valeurs de 5, pourvu que les A^ décroissent suffi- 
samment vite. 

Il suffira, en général, de supposer que la série dont le terme 
général est la moyenne géométrique des deux précédents con- 
verge. 11 est d'abord évident que, si les deux séries de termes géné- 
raux Un et i',, convergent, il en est de même de la série de terme 

général v/w«r„, car \liUnVn< Un-^ ^'n* Ici donc la série £,^^-7=- 

doit converger. Inversement, supposons cette série convergente 
et choisissons un nombre s a tel que 



ce qui entraîne d'ailleurs 






{El. 

sjrn 



En décrivant autour du pôle a,i un cercle de rayon r*", le raison- 
nement s'appliquera à la portion du plan extérieure à ces cercles. 
La condition est donc suffisante. 
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La seule condilion est donc la convergence de la série zl /==^' 

ce qui n^inlroduit aucune restriction à la distribution dans le plan 
des pôles r^. 

Nous allons, d'une façon un peu plus générale, chercher à 
déterminer des courbes C rencontrant un nombre limité de cercles 
exclus r„, en supposant toujours qu'on ne sache rien sur la distri- 
bution des points an» Supposons que nous connaissions une telle 

2 A 
- — - — convergera. En efl'el, 

en mettant à part les termes relatifs aux cercles rencontrés, termes 
qui sont en nombre fini et qui ne peuvent influer sur la conver- 
gence, la somme des modules des autres termes sera inférieure à 

y_} — c^» psr suite, la série proposée convergera, puisque cette 

dernière converge. 

Cherchons d'abord les droites rencontrant un nombre limité de 
cercles r,,. Je dis qu'il y en a une infinité parallèles à une direction 
quelconque et comprises entre deux parallèles données à cette 
direction. Soient, en efl^el, D et D' ces deux droites {Jig* 4)- Consi- 




dérons ceux des cercles Vn compris entre ces deux droites et pro- 
jetons-les sur une perpendiculaire AB à D et D'. La portion 
de AB recouverte par ces projections est inférieure ou égale 

à a \^r,<. Or on peut toujours prendre n! assez grand pour que 



AB. 



Il y aura donc des points de AB extérieurs à tous ceux des 
segments 2r„ d'indice supérieur à n! . Si par ces points on mène 
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une parallèle a D, elle coupera un nombre limité de cercles r,^. 
Ces droites formeront une infinité non dénombrable. 

Il résulte de là qu'on peut tracer un contour polygonal rencon- 
trant un nombre limité de cercles r„ et aussi voisin qu^on voudra 
d'une courbe donnée quelconque G {fig* 5). Donnons-nous en 
eflet un nombre £. Traçons une tangente ab à la courbe C et, du 
même côté que la courbe par rapport à celte tangente, menons la 
parallèle cd à cette tangente à la distance e. Entre ces deux droites 
il y aura au moins une droite mn rencontrant un nombre limité 
de cercles r„. Soit n le premier point de cette droite qui soit à la 

Fig. 5. 




distance e de la courbe. De ce point menons une tangente np à la 
courbe et recommençons. Nous trouvons une droite parallèle 
à /?/?, soit m' n\ rencontrant un nombre limité de cercles r^. 
Deux côtés consécutifs du polygone que nous cherchons seront 
formés par mm' et m' n\ En continuant ainsi, on formera un 
contour polygonal d'un nombre limité de côtés (limité en fonction 
de s), coupant pjr suite un nombre limité de cercles r„, et dont 
tous les points seront à une dislance de C inférieure à e. On peut 
même montrer Texistence de courbes jouissant dos mêmes pro- 
priétés. Nous désignerons ces contours, rectilignes ou non, sous 
le nom de courbes de con\;ergence^ 

Sur une telle courbe, la série 2^ ~~~^ — ^^^ uniformément 

Â^ z — a,i 

convergente et définit une fonction continue. De plus, elle est 

intégrable terme à terme. Son intégrale est la série 

2 A„log(^ — a«). 

On pourra donc écrire, en appelant C une courbe de convergence 
fermée, 



r/( 3) t/5 = r 2 A„iog( c — a„)i ^ 
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La valeur du second membre est a/itT^A,, étendue à tous les 

pôles intérieurs au contour C. C'est là une extension de la formule 
de Cauchy; le contour G peut, en effet, traverser des régions où 
la fonction cesse d'être analytique. 

Nous allons en déduire une conséquence importante. La fonc- 
lîon f{z) ne peut être nulle sur toutes les courbes C sans être 
nulle en tous les points du plan. En effet, on aurait alors, quelle 
que soit la courbe de convergence C, 

2a„=o. 
c 

Mais, si Ton fait la somme des résidus de tous les pôles, on 
obtient certainement une série convergente. Il en résulte que 
Aa= o, quel que soit h. En effet, on pourra toujours trouver un 
nombre p tel que 

(le nombre p est évidemment supérieur à A). Figurons alors les 
points ai, «2, . . ., ap. Nous pourrons toujours trouver une courbe 
de convergence C renfermant le point a/i et ne renfermant pas 
les points a^ , «a, . . . , «^ ; il suflil de considérer une courbe quel- 
con({ue jouissant de cette propriété, et Ton pourra toujours 
trouver une courbe de convergence assez voisine de cette courbe 
pour qu'elle remplisse les mêmes conditions. Appliquons alors à 
la courbe C le théorème précédent. Nous aurons 

2a„=o. 
c 

Les pôles intérieurs à C sont uh et d'autres pôles d'indices tous 
supérieurs k p. On aura donc 

A/, -h A^+x-f-. ..= 0. 
Cette somme ne peut être nulle, car son module est supérieur à 

expression certainement positive et non nulle. 
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VII. — Fractions non décomposées en éléments simples. 

On en conclut que deux fonctions ne peuvent prendre les 
mêmes valeurs sur toutes les courbes G sans être identiques. 

Nous allons étendre les résultats précédents à des séries de 
fractions rationnelles non décomposées en éléments simples. On 
pourrait objecter que cette étude est inutile, puisque toute frac- 
tion rationnelle peut être décomposée en éléments simples. Mais 
rappelons que les résultats obtenus ne s'appliquent que lorsque 
certaines conditions sont remplies. Nous allons voir que certains 
de ces résultats pourront subsister pour des fractions rationnelles 
non décomposées en éléments simples, même quand les conditions 
analogues ne seraient plus vérifiées après la décomposition. 

Un exemple le montre immédiatement. Considérons le cas très 
simple d'une série de la forme 

A^ 

Si on la décomposait en éléments simples, on aurait 

2 A/I / I I y 

11 serait donc nécessaire, pour pouvoir appliquer la théorie pré- 
cédente, de supposer la convergence de la série 

y |An| 

Traçons autour des points a„ et bn des cercles de rayon T/, 
(pouvant d'ailleurs empiéter l'un sur Tautre). 11 est bien évident 
que la convergence de la série précédente n'est nullement une 

conséquence de la convergence de la série \]^ — y^» Quelque 

rapidement que converge celte dernière série, on peut, en effet, 
se donner a„ et en déduire bn de manière que la première série 
diverge : on prendra par exemple 

bn= <:'«-+- -T' 
' a 

Je dis d'autre part que, pour pouvoir obtenir des résultats 
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équivalents aux précédents, il suffit de supposer convergente 
la série ^-î — ^» Prenons, en effet, dans cette hypothèse, un 
points extérieur à la fois aux cercles précédents. On aura alors 

I - — rt« I > ''n, 
I- — ^/i I > On 

et, par suite, les modules des termes de la série de fractions ra- 
tionnelles seront moindres que ceux de la série \]-y' On pourra 

alors établir l'existence de courbes rencontrant un nombre limité 
de cercles r,i, et les raisonnements précédents pourront être ré- 
pétés textuellement. Le résultat énoncé est donc bien établi, 
et l'on voit bien que les hypothèses que nous avions été conduits 
à faire précédemment ne sont pas indispensables pour l'applica- 
tion du résultat. 

Cherchons dans le cas actuel à étendre le théorème de Cauchy. 
Considérons donc une courbe de convergence C et recherchons 
quels pôles elle renferme à son intérieur. A un terme de la série 
répondent deux pôles, et deux cas sont à distinguer suivant que 
tous deux sont intérieurs à la courbe C ou qu'un seul lui est inté- 
rieur. Nous aurons la formule 



4j//,=,..-2(2:'-). 



p,i désignant le résidu relatif à un des pôles a,i ou bw Mais aux 
deux points a„, 6,, répondent des résidus opposés. Les résidus 
relatifs aux pôles de la première catégorie ne figureront donc 
pas dans le second membre de Tégalité précédente. 

Au contraire, ces pôles interviendront si Ton considère le dé- 
veloppement un peu plus général 

^ Xn-^BgZ ^ A „H- Bnbn 1 ^ \„-hB„an 1 ^ 

^(z-'an){z — an) ~~ bn—tln ^ — ^« ' au—bn Z — an' 

les résidus relatifs à Un et bn ne se détruisant plus. Il peut alors 
arriver que plusieurs des an soient égaux. Il convient dès lors de 
se demander dans quel cas un tel point sera encore un pôle de la 
série. En extrayant de la série tous les termes qui renferment a„, 
nous aurons à considérer la série de ses résidus. Si elle converge, 
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il n'y a pas de difficulté : le point On est un pôle de la série; sinon, 
on n'a plus le droit de le dire. 

Considérons enfin un développement en série de fractions ra- 
tionnelles quelconques 



^"'-së 



P/iî Q/i étant deux poljnomes en z dont nous supposerons les 
degrés limités. On peut de plus, sans diminuer la généralité, sup- 
poser le degré de P inférieur a celui de Q. En effet, il existe au 
moins une valeur a de -3 rendant la série convergente. Posons 
alors 

nous aurons 

Retranchons de chaque terme l'expression "^ > Cela revient 

à retrancher de la fonction une quantité 'constante et limitée. On 
pourra donc écrire 

Chacun des termes entre crochets s'annule pour Z infini. On pourra 
donc écrire tous les termes sous la forme d'une fraction ration- 
nelle dans laquelle le degré du dcnominéteur surpasse celui du 
numérateur; c'est justement ce que nous voulions établir. Enfin 
nous supposerons le coefficient de la plus haute puissance de z 
dans Q„ égal à i. Nous poserons 

et 

Supposons qu'il existe une série convergente ^S^Un telle que 

|A;;i<M;r«. 
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Décrivons alors autour de chacun des pôles un cercle de rayon 

I kun I et un cercle de rayon R ayant pour centre l'origine. Dans 
la région intérieure à ce cercle et extérieure aux premiers, nous 
aurons 

K désignant une constante déterminée. Alors la série de fractions 
rationnelles sera uniformément convergente dans Taire considérée. 

II faut, bien entendu, choisir le nombre k de manière qu'il y ait 
effectivement des points intérieurs au grand cercle et extérieurs 
aux petits. 



VIII. — Cas où la distribution des pôles est quelconque. 

Nous allons maintenant étudier d'une manière très générale la 
décomposition d'une fraction rationnelle en éléments simples. 
Considérons d'abord l'intégrale 

Je ?<-) 
f et ro étant deux fonctions entières en z, La valeur de cette inté- 
grale esl, au facteur 2/7: près, la somme des résidus de "^—rÀ rela- 
tifs aux pôles intérieurs à C. On aura 

Je T^-*^ ^?(«J 

Appliquons cette formule à la fonction . , , ; — -^ on aura 

^^ * ^{z){z — x) 

I r F{z)dz ^ F(x) y F(a„) i 

•ziTzJ^<P{Z){Z—X) <P{Z) ^^\an) X^Un' 

en supposant le point z = x intérieur au contour C et les zéros 
de 4> tous simples. 

Supposons alors qu'on puisse trouver une suite de contours C|, 
Co, ..., Ca tels que chacun d'eux renferme le précédent et tels 
que l'intégrale du premier membre tende vers zéro quand ces 
contours s'éloignent tout entiers à l'infini. Le nombre des termes 
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du second membre croît alors indéfiniment, et Ton a ainsi obtenu 
une décomposition de la fonction - en série de fractions ration- 
nelles. 

Mais nous allons tâcher d'arriver au même résultat en ne suppo- 
sant pas Tcxistence de tels contours, hypothèse qui est en somme 
assez restrictive. Nous supposerons qu'en introduisant au déno- 
minateur une puissance convenable de z l'intégrale puisse tendre 
vers zéro. Nous écrirons alors Tégalité 

lir.J z'"^{z){z — x) j:"»<I>(ar) ^ay *(a„) J7 — «rt 

R désignant le résidu relatif au pôle z ^=o. 
Pour calculer R, posons 

On a aussi 

I _ 1 ;; 
z — jr ~~ X x^ 

Le coefficient de z^~^ dans le produit -r-^ sera 

*^ ^{z) z — X 



R = -^^— 



Al A;„_l 



X^n jr"»— 1 j; 



S'il existe alors une valeur de m pour laquelle l'intégrale du 
premier membre tend vers zéro quand les contours C s'éloignent 
à l'infini, on en déduira le développement 

Transformons l'expression de la manière suivante : posons, 
suivant une notation que nous avons déjà employée, 

/ I N _ I X x"^-^ 

Kx — an),,," On al '" a'i' 



(') On peut, par exemple, obtenir sous cette forme un développement en série 
de cot5. On trouvera le calcul détaillé dans le Cours autographié de M, Her- 
mite. 
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Si alors nous remarquons que l'on a 

I I a?'"-* x"^ I 

! h... H =- = —r: » 

X — Un an a^ a'Ii x — a,» 

c'est-à-dire 



■ — «/» \x - a„),n ~ aj* x — an* 



la formule deviendra 

m — *— *-— 2i{ë [r^ - (t^.).]- 

Nous allons généraliser ce développement en supposant que 
l'entier m varie avec le contour G^ d'intégration. Considérons l'in- 
tégrale 



'liTzJ^^Z^"{Z~X)^(z) 



_ V(x) V F{a„) [ I { I ^1 1 

- ïô^) "Zn^) l^^^. ~ l^^^Jm J "^°'"-*^''^' 

Um-i désignant un polynôme de degré m — i : c'est le résidu rela- 
tif au pôle z = o. Nous allons supposer que m varie avec k; une 
difficulté se présente alors. Dans la méthode précédente, quand 
on passe d'un contour d'intégration au suivant, on introduit de 
nouveaux termes de la série, mais on n'altère pas les premiers. Il 
n'en sera plus de même si m est variable. Pour éviter cette diffi- 
culté, nous allons transformer la formule précédente. Appelons U 
l'intégrale le long du contour C;^. Nous aurons 

U= Il + (Is- Il )-+-... -t-(U-U-i). 

Désignons par r< le contour C|, par r2 l'ensemble du contour C2 
et du contour C| parcouru dans le sens négatif, etc., par F^ l'en- 
semble du contour Ca et du contour C^-i parcouru dans le sens 
négatif. Nous aurons 

ia-= r 4- r-f-...-f- r . 

Le premier membre de la formule devient alors 
■i.f:<.\J^zn'{z-x)<t{z) Jy^ J 
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Nous choisirons l'entier variable "k^t, de sorte que la série dont 
le terme général est 



L 



soit convergente. Nous montrerons que ce choix est possible et 
que cette série représente une fonction entière. Gomme, d'autre 

part, la différence entre cette série et la fonction proposée ^ 

est une série de fractions rationnelles, le développement que nous 
avions en vue se trouvera établi. 

Supposons que les contours F^ ne contiennent aucun pôle. 

Alors, sur un de ces contours, ~ — ^admetunmodule maximum Ma. 

' ^ ^{^) 

Soit aussi oa le minimum de \z — x\. Enfin soit L^ la longueur 
du contour. Du moment que x est fixe quand le contour Fa 
s'éloigne à Finfini, 8a croîtra indéfiniment. Posons encore |5| = R 
et soit Ra le minimum de | :; |. On trouve alors sans peine comme 
limite supérieure de l'intégrale 

Ma La ^ 

On peut évidemment toujours choisir les Xa de façon que la série 
dont nous venons d'écrire le terme général converge. La série 
d'intégrales convergera uniformément quand x se déplacera dans 
une région limitée quelconque du plan. 

Pour montrer qu'elle définit une fonction entière, considérons 
le contour Fa, qui renferme le point x entre les deux portions Ca 
et Ca_i dont il se compose. On aura 

I r x^k F(z)dz _ F(x) Y ^(^n) ar>-fc 

2iTz J^.^z'^'k^iz){z — x) "" *(:f) Aà^ia„) a}i(z — x)' 

En faisant alors l'opération inverse de celle de tout à l'heure, 
c'est-à-dire en décomposant Fa en deux contours, nous trouverons 
pour valeur de la série d'intégrales la nouvelle série 

dz 



i rF(z)/xh :r>»\ dz _i_ r F(z) fx'><» x^A 

C'est là visiblement une série de polynômes en Xy car chacun 
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des crochets -r ^^V— s'annule pour z=^ x. Nous trouvons fina- 

leinent une série de la forme 

H(a?)= / riQ{z)dz-^x f (Di{z) dz -^ x^ f Ot(z) dz -h. . . , 
«/c, ' •>'c, «^c, * 

et, comme nous sommes assurés que cette série entière converge 
dans toute aire limitée du plan, elle représente nécessairement 
une fonction entière. 

Le développement est donc établi. Il permet de retrouver le 
théorème de M. Mittag-Leffler en supposant qu'entre deux con- 
tours consécutifs C;^ et C^^.! figure un seul pôle. 

Nous allons préciser nos hypothèses sur la fonction méromorphe 
en supposant que le numérateur et le dénominateur sont deux 
fonctions entières à croissance régulière d'ordre p. Nous allons 
montrer que l'on peut choisir les contours Ca et les entiers X^ àe 
façon que l'ordre de la fonction entière H (a:) ne dépasse pas p. 

Pour ne pas avoir de trop grandes valeurs pour l'entier X^, il 
faudra s'arranger pour que, sur les contours Ca, la fonction F(;;) 
ne soit pas trop petite. Or, en vertu du théorème de M. Hadamard, 
on peut choisir des contours C s'éloignant à l'infini et sur lesquels 
on ait constamment 

Nous savons de plus que les intervalles où l'on ne peut pas 
choisir de tels contours sont infiniment petits par rapport à ceux 
où l'on peut les choisir. Nous prendrons pour contours des 
cercles C^ dont les rayons R„ vérifieront les inégalités 



Prenons alors 



-R;,_,<R„<2R„_,. 

'2 



\x\= 



Calculons le minimum du module de z — x quand le point :; 
parcourt le contour C;,. On a 



R;,- U I = I 2: 1 - R„_, > i R„-, > ' R«. 
V. 4 



Pour les valeurs n' de l'indice n supérieures à la précédente. 
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on aura a fortiori 

|z-:r|>iR„.. 

D'autre pari, soit M;, le maximum de 
Nous pourrons prendre 



^-,—\ sur le contour C» 



puisque la fonction G est d'ordre p, et les valeurs positives de e« 
tendront vers zéro. On voit alors que Ton a 



'"<'""2»|g^ 



Nous montrerons dans un instant que le second membre est 
une fonction entière dont nous allons évaluer Tordre. En prenant 
à cet effet la racine X^J"® du terme général, on obtient 






en prenant 

Nous supposerons yj,, supérieur à la fois à itn et à -— : (et tel, 
naturellement, que X„ soit entier). Alors tj,, — s,, sera supérieur 
à - . En rem 
peut s'écrire 



à - . En remarquant alors que R;,<; 2" R, l'expression précédente 



^(i-^O,), 

6,, tendant vers o quand n croît indéfiniment. L'ordre de la fonc- 
tion entière est la limite du rapport 

logRn' 

La fonction entière est donc d'ordre p. La fonction H (a;) étant 
inférieure à une fonction d'ordre p sur une infinité de cercles de 
rajons indéûniment croissants et suffisamment rapprochés {^^^ 
elle est elle-même d'ordre au plus égal à p. 

(') Celte dernière condition est essentielle, sans quoi la fonction pourrait être 
d'ordre supérieur. 
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Reste à montrer que la fonction considérée à l'instant est bien 
une fonction entière. La démonstration se fera absolument de 
la même manière. On voit, en reprenant les mêmes calculs, 
que, en choisissant les entiers X,, comme nous l'avons fait, la 

racine aJJ"* du terme général tend vers o avec -» quel que soit x. 

En définitive, nous obtenons un développement de la forme 

Cherchons à décomposer en éléments simples chacun des termes 
sous le signe V. Posons, à cet effet, 



R,,U) 






Pour avoir les À„ premiers termes du développement de ^ , y 
on formera les X„ premiers termes de chacune des fractions 
simples On trouve sans peine 

Chacun des termes a maintenant un seul pôle. Mais il importe 
de remarquer que, dans le cas où l'on nia pas affaire à une distri- 
bution ordinaire de zéros, on n'a pas le droit de séparer les 
termes de la deuxième somme. En d'autres termes, si Ton écrit 
le double signe de sommation sans mettre de parenlhèses, il peut 
arriver que l'on n'obtienne plus ainsi une série convergente. 

Etudions, en particulier, l'exemple suivant. Soit la fonction 
méromorphe 

£fl étant provisoirement indéterminé, mais inférieur à i. Cette 

série converge comme la série T]— i' Nous pourrons prendre 

K. 7 
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pour F(z) le produit converçenl 

Décomposons le lenne général en éléments simples, nous 
obtenons 

y-( — ' '-)• 

^^Zn\z — n —t„ z il/. 

Si l'on sépare les deux termes, la série peut ne plus converger. 
Si, par exemple, z,,^ — > en séparant les deux termes, on obtient 
une série dont les termes 



I z — // 



croissent indéfiniment avec n. Pour rétablir la convergence, on 
pourra développer en série chacun des termes. Si nous prenons, 

d^une manière un peu plus générale, t,t^= — > nous écrirons le 
terme général sous la forme 






J7-^' 1 

( n -r- z„ )f^^{z — n — In) nf^^ <^ — /' ) J 

Les deux premiers termes pourront être séparés sans inconvé- 
nient, pourvu que q -}- i >p- Quant à la deuxième partie, elle 
donne lieu à une fonction entière, puisque c'est une série de 
polynômes convergente dans tout le plan (c'est même ici un 
polynôme). 

On pourra appliquer des considérations analogues au cas où 
tn décroîtrait plus rapidement, où Ton aurait, par exemple, 

''•" ;^' 

mais on serait obligé alors de prendre q fonction de n. En appli- 
quant la même décomposition, on voit qu'il suffit de prendre 
qn> n, pour assurer la convergence. Le terme général est, en effet, 
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comparable à 



Zin 



Prenons pour q,, le plus petit nombre entier supérieur à 
La racine yJJ"* du terme général est alors 



e 7»» 

elle tend vers o. 

Quant à la série de polynômes, elle converge nécessairement 
dans tout le plan et représente une fonction entière. Cherchons 
son ordre. Le terme général étant comparable à 



nous chercherons d'abord la racine </*J°* du dénominateur. C'est 

n " . 
L'ordre de la fonction sera la limite de 

log/i " 

L'ordre est donc infini. Nous avons donc bien un développe- 
ment analogue au développement général, avec cette différence 
que la fonction entière à introduire est d'ordre infini. 

On peut d'ailleurs éviter cette fonction d'ordre infini en grou- 
pant ensemble les deux termes correspondants de la série de poly- 
nômes 

n9n I . 

lin -^ in)'/- /iv.J 

On a, par une dérivation, la valeur approchée de la parenthèse. 
C'est 
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Noos aorons alors affaire à une fonclion d^ordre un seulement 

CoDsidéroDs enfin le cas encore plus compliqué où Ton a 

_ I 

Les calculs sont les mêmes. Indiquons seulement les résultats. II 
faudra prendre 

Quant à la série de polynômes elle est d*ordre infini, et, même 
en réunissant les termes deux par deux comme dans le cas précé- 
dent, elle reste d'ordre infini. 

Pour éviter la fonction d'ordre infini, le mieux sera alors de se 
borner au développement primitif où les deux pôles très rappro- 
chés ne sont pas séparés. On pourrait aussi avoir une décompo- 
sition en éléments simples sans fonction entière, mais, comme 
nous Tavons déjà fait remarquer, il serait nécessaire d'abandonner 
le bénéfice de la forme canonique. 



IX. — Remarques sur la distribution extraordinaire. 

L'exemple que nous avons choisi peut paraître un peu artificiel. 
Or, il est essentiel de distinguer enlre les fonctions que l'on con- 
struit tout exprès pour qu'elles ne possèdent pas une propriété 
donnée, et les fonctions qui se présenlent naturellement en Ana- 
lyse. Il est souvent facile, étant donnée une propriété, de construire 
une fonction qui n'en jouisse pas, mais il faudra alors se demander 
si l'on a des chances de rencontrer une telle fonction. 

Or nous allons montrer que, dans le cas qui nous occupe, on 
peut avoir fréquemment une distribution de zéros analogue à celle 
que nous venons d'étudier. Prenons, par exemple, pour F(5), la 
fonction très simple 

¥(z ) = sin-s sin -• 
a 
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Les pôles de la fonction méromorphe seront 

z = a Air, 

h et k étant deux entiers quelconques positifs ou négatifs. La 
distance de deux pôles sera 

(jiA-X)r. 

On peut prendre pour a une valeur telle que, pour une infinité 
de valeurs de A, cette distance soit très petite, pour que Ton ait, 
par exemple, 

|a/,-A-|<^-L. 

On peut déterminer le développement de a sous forme de frac- 
tion continue de façon que cette condition soit remplie. On aura 
donc bien une distribution extraordinaire de zéros et cepen- 
dant la fonction choisie pour dénominateur de la fonction méro- 
morphe se présente assez naturellement. Quanl à la constante a, 
on peut montrer qu*elle n'est pas algébrique et même qu'elle n'est 
pas racine d'une équation prise dans le corps obtenu en adjoi- 
gnant le nombre e au domaine naturel de rationalité. L'intro- 
duction de telles constantes en Analyse est la source de grandes 
difficultés; nous venons d'en voir un exemple et l'on pourrait en 
citer beaucoup d'autres. Ces difficultés peuvent paraître artificielles 
et le sont en effet probablement, mais on ne pourrait les exclure 
que si l'on construisait toute l'Analyse d'une manière systéma- 
tique en partant des nombres entiers et si l'on démontrait que ces 
constantes ne peuvent pas s'introduire dans un tel système. 

Ce qui précède nous a conduits à dire quelques mots de la 
distribution extraordinaire des pôles. Nous allons montrer main- 
tenant, comme nous l'avions déjà annoncé au début du Chapitre, 
les relations intimes de cette distribution avec la croissance de la 
dérivée F (-s). 

Considérons une fonction méromorphe -^rr- d'ordre p. Soit a un 

pôle de cette fonction; on aura, pour des valeurs de [a] suffisam- 
ment grandes, 

|G(a)<el«l^"'\ 

Il peut d'ailleurs y avoir des valeurs de |a| ne vérifiant pas cette 
inégalité, mais cela importe peu. Kous supposerons que l'on a en 
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même lemps 

|F'(a)l<e-l«l^' (p'>?) 

et, pour préciser, nous dirons qu'il y a distribution extraordinaire 
des pôles de la fonction si une telle inégalité est vérifiée pour une 
infinité de pôles (de modules indéfiniment croissants par suite). 
Le cas où un nombre limité de pôles vérifierait une telle inéga- 
lité ne mérite pas d'être étudié à part. Il faut, en effet, remar- 
quer que le fait d'assujettir une fonction à un nombre limité de 
conditions n'entraîne aucune conséquence sur sa nature à l'infini. 
Gela nous montre en passant combien peut être difficile l'étude à 
distance finie des fonctions entières, c'est-à-dire d'un groupe de 
fonctions caractérisées par une propriété commune à l'infini; mais 
cela a, par contre, l'avantage de nous empêcher de faire cette étude 
qu'il est à peu près impossible de faire. 

Nous allons montrer que la définition précédente de la distri- 
bution extraordinaire entraîne l'existence d'une infinité découplés 
de pôles indéfiniment rapprochés. Supposons d'abord que la 
dérivée première seule vérifie une telle inégalité et que Ton ait, 

au contraire, 

|F'(a);>e-la|^ 

Je dis que la fonction F(:;) a nécessairement un zéro voisin 
de a. Il suffit de montrer que l'équation 

F(a'^x)= F(a) ^-ÎF'(a) -4- — F'(a) -+-... = o 

a une racine très petite. En remarquant que F(a) = o et en sup- 
primant la racine x = o, on obtient l'équation 

o{x) -h ^(x) = o, 
en posant 

^(a7)=F'(a)H-^F'(a), 
^(x)= -^F'"(a)-i-.,., 

Nous nous appuierons sur le théorème élémentaire suivant : 

Si l'on a une équation de la forme cp + i = o et un contour 
simple G sur lequel on a constamment 
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V équation proposée a, dans le contour C, le même nombre de 
racines que l* équation cp = o. 

Prenons pour contour C un cercle de rayon R égal à 

On aura sur ce contour 

|ç(:r)|>|F'(«)|, 

car If (x)| est supérieur à la différence des modules de xY" et F'. 
Au contraire, on a 



Il faut faire ici un calcul long et assez délicat pour montrer 
que le second membre est inférieur à |F'(rt)|. Nous nous conten- 
terons d'en indiquer les principaux traits. D'abord la fonction 
F(5) étant d'ordre p, ses dérivées sont d'ordre p au plus. On en 
conclut une limitation de ces dérivées de la forme suivante : 

On en déduit, en remplaçant dans l'expression de tout à 
l'heure divisée par F'(^) les dérivées par ces valeurs, une valeur 
supérieure au module de chacun des termes de la forme 

L'exposant croît indéfiniment par valeurs négatives à cause de 
l'inégalité ^'>^' Comme il y a une infinité de termes, il j a 
encore lieu de faire l'étude de la somme de ces expressions. On 
en conclut finalement que celle expression est inférieure à i, et 
alors le théorème rappelé il y a un instant s'applique; au pôle a 
est donc associé un second pôle b et la distance de ces deux pôles 

est 

F'(a) 



\a-b\<\ 



V\a) 



Il ne faudrait pas conclure qu'à tout pôle a vérifiant l'inégalité 
d'où nous sommes partis réponde un second pôle b très rappro- 
ché, mais nous avons seulemenl montré que, s'il y a une infinité 
de pôles a vérifiant l'inégalité, ils sont rapprochés deux par deux 
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suivant la loi précédente, sauf peut-être un nombre Hmilé d'entre 
eux. 

Remarquons que Ton a 

La fonction j- est donc plus rapidement croissante que la 

fonction entière elle-même. 

Nous allons maintenant démontrer la réciproque. Si les pôles 
se rapprochent deux par deux, comme Tindique l'inégalité précé- 
dente, la dérivée première vérifie nécessairement une inégalité telle 
que celle dont nous sommes partis. Reprenons en effet l'équation 

F'(a)-4--F'(a)-4-... = o. 
Si l'on avait 

Téquation ne saurait avoir de racine dans un cercle dont le rajron 
est de cet ordre de grandeur. Prenons 

et montrons qu'il n'y a pas de racine de module inférieur. On a 
en effet 

\F'(a)\<e\-r\ 

et l'on peut vérifier une telle inégalité pour une valeur de t infé- 
rieure à 7|. Alors le premier terme est supérieur en module à 
e""'**' ; le second, au contraire, est inférieur à 

Cette expression tend vers zéro plus rapidement que la pre- 
mière. On verra de même que tous les autres termes tendent vers 
zéro plus rapidement que le premier. On recommencera alors le 
même raisonnement que précédemment. On mettra l'équation 
sous la forme o{x) -\- ^(x) = o en posant cp(a:) = F'(a). Cette 
équation aura autant de racines que l'équation cp(x) = o dans le 
cercle de rayon 6"'**^^^' et le résultat annoncé en résulte. 

Donc, en résumé, l'hypothèse faite sur la croissance de la 
dérivée première revient à l'hypothèse que les pôles sont deux par 
deux indéfiniment rapprochés. 



NOTE I. 

SUR LES ZÉROS DES FONCTIONS ENTIÈRES ('). 



Nous avons, au début du Chapitre llf, étudié une partie du Mémoire 
de M. Lindelôf (*). Nous allons indiquer encore quelques résultats nou- 
veaux obtenus par cet auteur et relatifs aux relations entre Tordre de 
grandeur de la fonction et le nombre de ses zéros. 

Posons 

f{z) = Rei*. 

Considérons un cercle de rayon r. Le nombre des racines de la fonction 
entière /(^) dans ce cercle est, on le sait, donné par la formule 






do • 



Or si l'on pose 

on a 

Rc^* = /(re^?). 

Dérivons par rapport à r et ^ en considérant R et 4> comme des fonc- 
tions de ces deux variables. Il viendra 



D'où Ton déduit 



{^ -^ '%^y '*=''"-' f'^'-^'^y 

dn d^ __ . /OR '^r.\ 

dcp dcp ~" \dr Or /' 



En égalant les parties réelles d'une part, les coefGcients de i de l'autre, 
on obtient deux équations aux dérivées partielles dont nous écrirons seu- 
lement la seconde 

0^^ OR 

—-R = r-r-. 

0^ Or 

(') La rédaction des Notes I et III est due à M. Zoretti. 

(') Acla Societatis scientiarum Fennicœ, t. XXXI, n* 1, 190a. 

Voir aussi dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
t. CXXXII, CXXXIII, CXXXIV et CXXXV diverses Notes de M. Pierre Bou- 
Iroux et de M. ErnsL Lindelôf. 
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Par suite 



On a donc 



« = -/" 



Cette formule donne la même valeur pour /i, quel que soit r, pour\u 
qu'il soit compris entre |a„| et | a„_i |. En effet, n reste constant entre 
ces deux valeurs de r. Intégrons alors par rapport à r après avoir écrit 
la formule sous la forme 

Nous aurons 

/ilogr-f-C„= — I logRc?^, 

C/, désignant une constante. 

Pour calculer C„, nous supposerons, dans le but de simplifier récriture, 
que, sur chaque cercle de centre 0, il y a au plus un zéro de f{z). Sup- 
posons r compris entre | a«_i | et | a^ |, on aura 

(/i — i)logr-i-C,i-i= — / logRc/cp, 

la constante n'ayant plus la même valeur, car on a traversé une discon- 
tinuité r = I a„ |. Le second membre, lui, reste continu. Rien n'empêche 
dans les deux formules de faire r = | a^ |, logR deviendra alors infini sur 
le contour d'intégration, mais cela n'introduit aucune difficulté car l'inté- 
grale conserve une valeur finie. On aura donc 

n logr«-+- Cn = (n — \) logr„-i- G„_,, 

ce qui peut s'écrire 

Crt= C«_i — logr„, 

et en appliquant la formule de proche en proche on voit que 
C«= Co— log(r,, r,, ...,r„). 

Si nous supposons, comme nous savons qu'on peut le faire, qu'il n'y a 
pas de zéro à l'origine, on voit immédiatement que Co= o. On aura donc 
la formule 

I r"" 

/ilog/' — logri/j...r,i= - - / logRc?:p. 
Le second membre est certainement inférieur à logM(r), mais, remar- 
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quons-le, pas nécessairement en valeur absolue. On aura donc (>) 
r'»<M(r)r, r, ...r„. 

Ce qui fait Tîntérét de la formule, c'est qu'elle est vraie quels que soient 
r et n. Supposons, en effet, que r soit compris entre rp cl rp^x (p < n). 
On aura alors 

(0 /' <M(r), 

ri rj . . . Tp 

H*après la formule même. Multiplions le premier membre par les n — p 
facteurs inférieurs à 1, 

r r r 

nous aurons bien 

<M(r). 



Au contraire, supposons /?> n. On aura 



r r r 



en divisant le premier membre de (i) par ce nombre > 1, Tinégalité reste 
vraie et l'on a bien 

<M(r). . 

r, r, . . . r« 

De là nous déduirons a fortiori l'inégalité 

Revenons à la première inégalité 

■ ^ ^Hr) 

ri ri ... r,t r« 

Gomme elle est vérifiée quels que soient les nombres indépendants/? et /i. 
on aura avantage à l'appliquer pour la valeur de n qui rend le second 
membre minimum. Posons alors 

M(r) = <'^'*'''- 

Écrivons que la dérivée logarithmique du second membre — — est 



(•) Pour la démonstration qui précède, voir Jbnsbn, Acta mathematica , 
t. XXII; Petersen, Acta mathematica, t. XXIII. et la Préface du Mémoire de 
M. Lindelof. 
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nulle; nous aurons 

r\'(r) = n = ^(r). 

Inversement nous déduirons de là r en fonction de n. 

r = <p(/i). 



Nous en tirons 
c'est-à-dire 
et 






o(/i) 

en supposant M(r) = i pour /i = o. 

Notre inégalité la plus avantageuse est donc 



n^'{n)(In 






Tir,... t'a [<p(n)J'* 
et, a fortiori, 

1 P"nY\n\Hn 
/•« Ç)(/l) 

Nous allons en tirer quelques conséquences en faisant sur V(r) de? 
hypothèses particulières. Supposons V à croissance régulière, c'est-à-diic 
posons 

V(/-) == ArP(logr)?t(log,r)P«...(logAr)?', 

A étant une constante. 

Faisons alors le calcul précédent pour avoir ^(n). Posons 

•V-='-V'tr). 



On a 



V(r) r riogr ' /-logrlogjr /• logr . . . logitr 



Donc 

n — 6(r) = pV(r) 



\ logr *• ' log/-... logAT/ 



En rcmarquanl que l'expression qui suit runitô dans la parenthèse, ex- 



pression que nous désignerons par e, tend vers o avec-» nous serons 



r 



conduits pour résoudre cette équation par rapport à r, à employer une 
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méthode d'approximations successives. Nous avons 

n =z AprP(logr)Pi. .. (log^r)?* (i -h e ). 



ni I , 



D'où 

"O— — 

Ap (logr)p. (logitr^Pk 

et en prenant les logarithmes des deux membres 

plogr — log/i — logA p — pilogsT. . .-t- r/ 
log/i(i -f- s'). 

De même, on aura 

log logr = log log/i — logp — . . . = log log/i(i -H s'), 
log*r = logit/ï(i-+-£^). 

Remplaçons dans l'expression de rP, nous aurons 

— Ap (log/i)?. (log,/i)P« "* (logit/i)P*^''^ ^^" 



D'où la fonction ^(n). 
D'autre part, nous avons 



1 /*" n:f'{Nit/i 



Il est aisé de trouver une vaieur suffisamment approchée du second fac- 
teur du deuxième membre. En effet, cp(/i) diffère peu d'une puis- 
sance de n et de plus cette fonction est à croissance régulière (*). Or, 
on peut démontrer pour ces fonctions-là que, pour avoir des valeurs 
approchées d'une déri>ée, par exemple, on pourra dériver une valeur 
approchée de la fonction, et cela quel que soit le sens de l'approximation, 
pourvu que la fonction d'approximation soit elle-même à croissance régu- 
lière. On pourra alors comparer l'intégrale ci-dessus à une intégrale de la 



(•) Les mots croissance régulière sont pris ici dans leur sens le plus étroit; 
la fonction V(r), d'où se déduit ?(^)f est composée exclusivement au moyen de 
fonctions à croissance régulière simple, tels que puissances de /i, logarithmes 
et exponentielles de divers ordres. Par extension, on donne le nom de fonctions 
à croissance régulière à des fonctions dont la croissance peut être déOnie, avec 
une certaine approximation, au moyen des fonctions précédentes. Dans ce cas, il 
y a lieu de supposer, de plus, que toutes les dérivées figurant dans les applica- 
tions considérées satisfont, par hypothèse, à la condition du texte, c'est-à-dire 
que leurs valeurs approchées s^obliennent par la dérivation pure et simple de la 
valeur approchée de la fonction. Ceci revient à dire que les nombres tendant 
vers zéro, tels que le nombre a du texte, sont aussi tels que leurs dérivées suc- 
cessives tendent \ers zéro. 
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forme 

7,dn = na, 



/ 



% étant une certaine constante qu*on peut supposer voisine de -• Le second 
facteur est alors de la forme 



et Ton aura 



_ I 

c ?(l-^£) 



en remarquant que 

Cette expression fournit une limite minimum du module du /i'**"' zéro. 
M. Lindelôf est allé plus loin. Il a montré que si V(r) est compris entre 

Br?(logr)?. et Ar?(logr)?t (B<A) 

on peut en conclure des inégalités de la forme 

1 1 

[A,/i(logn)-p.lP<r«<[Bi/i(log/i)-p.lP. 

Sans entrer dans cette démonstration, nous nous contenterons d'appeler 
Tattention sur l'importance du résultat. Les inégalités précédentes résol- 
vent d'une manière excessivement précise le problème des relations entre la 
croissance d'une fonction et le module de son n'^^'zéro. Ce module est, en 
effet, enserré entre deux, limites très étroites, puisque leur rapport ne 

dépend que d'un certain facteur constant —• Il reste à approfondir deux 

points. D'abord la recherche effective du nombre Bi, dont M. Lindelôf se 
borne à démontrer l'existence; et, en second lieu, l'extension, si possible^ 
du résultat précédent au cas où la fraction à croissance régulière a la 
forme plus générale d'où nous sommes partis au début. 

M. Lindelôf a aussi consacré un intéressant Chapitre de son Mémoire à 
l'étude de l'importante question suivante : 

Préciser les relations connues entre la croissance des coefficients et 
la croissance de la fonction ( * ). 

Nous ne pouvons étudier en détail cette partie de son Mémoire; pour 



(*) Voir BoREL, Leçons sur les fonctions entières, p. 62-70; Leçons sur les 
séries à termes positifs, p. 68-74. 
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donner une idée de la précision des résullats qu'il a obtenus, nous citerons 
le théorème suivant : 

Si les coefficients d'une série entière 
vérifient V inégalité 

vr^\ < ! 



[A„(l0g/l)«. ... (lOgy/O'^-JP 



à partir d'un certain indice n, on aura, quelque petit que soit e, 

M(r)<e^*P' 
dès que r dépassera une certaine limite. 

Nous voulons encore faire une remarque sur les fonctions de genre infini, 
dont M. Lindelof ne s'est pas occupé. Supposons que nous ne soyons pas 
dans le cas exceptionnel de M. Picard. Alors il faut faire une remarque 
sur la distribution des zéros dans un cercle de rayon r. Presque tous les 
zéros sont très voisins de la périphérie, c'est-à-dire que, dans la couronne 
comprise entre les cercles de rayons r et r — A, si petit que soit A, il y a 
beaucoup plus de zéros que dans le reste du cercle. 

Supposons donc que le nombre de zéros soit n = 6(r;, étant une fonc- 
tion croissant plus vite qu'une exponentielle. Le nombre de racines com- 
prises entre les cercles de rayons r — t et r — / — dt est 

b'(r—t)dt. 

t Il 

rir,...r« 

respondants sont 



Dans le produit les facteurs qui correspondent aux zéros cor- 



^•(r-t)dt 



Effectuons le produit de ces expressions et posons 

Nous aurons donc 

iogA= / \og-—V{r-t)dt. 
Or, 



112 NOTE I. — SUR LES ZÉROS DES FONCTIONS ENTIÈRES. 

On en déduit 

Désignons la fonction n = 0(r) par Y(^)' 

Intégrons par parties le premier terme de l'intégrale précédente 

f t^''{r''t)dt=[-tY(r-t)]i^ f Y(r^t)dt 
= - hY{r - A) -h ^\r) - ^\r - h\ 

ce qui fournit dans logA le terme - <|/'(r) et des termes en r — A que 

nous n'écrirons pas. En faisant de même pour le second terme, nous 
aurons 



/ 



/' 



ce qui fournit le terme -^^{r) et des termes en r — A et ainsi de suite. 

On peut se borner à considérer le terme -<};'(r). En effet, d'abord les 

termes en r — h sont négligeables en vertu de la remarque faite au début 
sur la rapidité très grande de la croissance. Quant aux termes en ^{r)^ 

^{r)dr, . , .y qui s'introduiraient en continuant le calcul, ils sont négli- 
geables, car, pour ces fonctions à croissance très rapide, la dérivée croit 
beaucoup plus vite que la fonction. 

Nous poserons donc 

V(r) = ^^ 
r 

et nous aurons 

M(r)>e '■ . 
Quant à ce sera 

d 
0= ^. /•V'(^) = ^V'('•)(»^-£^ 
On trouve en somme ainsi que l'expression de la croissance reste la 
même pour une fonction de genre infini (*). 

(') Voir E. BoREL, Comptes rendus, t. GXXXIV, et T. Levi-Civita, Sur les 
fonctions de genre infini. [ Extrait d'une Lettre à M. Borel ( Bulletin des Sciences 
mathématiques, novembre 190.!;.] 



NOTE IL 

SUR LE GENRE DE LA SOMME DE DEUX FONCTIONS ENTIÈRES. 



L'un lies résultats les plus intéressants obtenus par M. Pierre Boutroux 
et par M. Ernst Lindeluf, d'une manière indépendante l'un de Tautre, est 
relatif au genre de la somme de deux fonctions entières. 

On se souvient que M. Poincaré avait posé, dans son Mémoire de 1883, 
la question de savoir si la somme de deux fonctions de genre p est tou- 
jours une fonction de genre/?. La réponse affirmative paraissait d'ailleurs 
assez vraisemblable, a priori, et les travaux ultérieurs avaient paru con- 
firmer cette présomption. Or, c'est la réponse négative qui est la vraie; il 
est possible de former des fonctions de genre p — i dont la somme est une 
fonction de genre p. 

Dans une Note communiquée à l'Académie des Sciences le i3 janvier 1902, 
M. Pierre Boutroux a précisé d*une manière très nette les circonstances 
dans lesquelles ce fait singulier peut se produire; il tient à ce que cer- 
taines fonctions de genre/? croissent comme des fonctions de genre/? — i 
(et d'ordre p). 

Si l'on écrit une fonction de genre p (privée de facteur exponentiel, 
pour plus de simplicité), sous la forme 






cette circonstance se présente lorsque la série 

est convergente et a pour somme zéro, fait qui n'est nullement incom- 
patible avec la divergence de la série 

y|j_i. 

Comme le fait fort justement remarquer M. Boutroux, dans le cas où la 
série (i) est convergente, la fonction/(5) pourrait, à un cet tain point de 
vue, être considérée comme étant de genre p — i. Quoi qu'il en soit de 
cette question de mots, le fait important est qu'une telle fonction /(5) 
peut être la somme de deux fonctions de genre/? — i 

B. 8 



Il4 NOTE II. — SUR LE GENRE DE LA SOMME DE DEUX FONCTIONS ENTIERES. 

Celte Note a été suivie de deux autres, dans lesquelles M. Boutroux 
énonce des résultats fort intéressants relatifs au\ zéros des fonctions 
entières et aussi à Tordre des fonctions méromorphes définies par une 
équation différentielle. 

On voit, par ce très court exposé, quelle est la profondeur et retendue 
des recherches de M. Pierre Boutroux; aussi tous nos lecteurs regrette- 
ront-ils avec nous que, son Mémoire définitif n'ayant pas encore paru, il 
ne nous ait pas été possible de les exposer avec tous les détails qu'elles 
mériteraient. 



NOTE III. 

SUR LA SOMME DES RÉSIDUS D'UNE FONCTION MÉROMORPHE. 



Nous allons établir une formule qui a été donnée par M. Helge von Koch 
dans les Comptes rendus de Stockholm et relative à la somme des résidus 
des pôles d'une fonction méromorphe situés à Tintcrieur d'un cercle ayant 
pour centre l'origine. Nous supposerons les pôles tous réels, positifs, et 
inférieurs à un nombre R. Soit alors 

le développement taylorien de la fonction méromorphe, et 

(2) fiz) =y h ' i — - -4-... -h , ^=V M-/W0-4- m, 5-H... 

le développement polaire; la série m^-h miz -h. . . aura un rayon de con- 
vergence au moins égal à R. 

Considérons alors l'expression suivante : 

v = « 
^1 R^* 

V = l 

Cherchons la limite de cette expression quand s croit indéfiniment. 

Pour évaluer cette expression pour une valeur donnée de 5, nous remar- 
querons qu'elle est linéaire par rapport aux coefficients de la fonction. Il 
sufGt donc, pour l'obtenir, de faire la somme des expressions analogues 
relatives aux divers termes du développement. On pourra donc chercher 
séparément la limite pour ces différents termes. 

Considérons d'abord la partie relative à la série mo+mi«+...; on a 

M étant un nombre déterminé et R' étant supérieur à R. Par suite 

|2»..-,î;'|<M«i'(i)" 

v = l 
<MR'[e^R'^ -ij. 
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Or cette dernière expression tend vers zéro quand s croît indéfiniment. 
Il en est donc de même de la première. 
Considérons le terme 

= — A (--+--- -f- ... . 

On trouve alors, pour la somme à étudier, 

v = l 

expression qui tend vers A, car A est réel et positif; — Test donc aussi et, 

d'ailleurs, — > i. 
a, 

Les termes ^ — —t • • • donnent pour limite zéro. En effet on a, par 

(5 — a)« «^ ' *^ 

exemple, 

A, fl A, 



(5 — a)- lia z — a 

Les séries étant uniformément convergentes, on peut dériver terme à 
terme. La somme est donc 



^"-^^'■{T't^- 



Cette expression tend vers zéro quand s croit indéfiniment. 
11 en résulte que l'expression proposée a pour limite 

A H- B -+-... 4- L, 

A, B, . . ., L étant les résidus relatifs aux pôles de la fonction. On a donc, 
et c'est la formule que nous avions en vue, 

v = « 



M. Helge von Koch a généralisé cette formule et en a déduit une con- 
séquence du plus haut intérêt : une fonction méromorphe peut être 
représentée par une série de polynômes convergente dans tout le plan 
(sauf aux points singuliers). On sait qu'une telle série ne peut être uni- 
formément convergente le long d'une courbe fermée entourant les points 
singuliers. M. Painievé a obtenu par une autre voie le même théorème et 
diverses généralisations {Comptes rendus, t. CXXXIV). Mais nous ne 
pouvons développer ici ces intéressants résultats, qui se rattachent plutôt 
à la théorie du prolongement analytique et des séries divergentes. 



NOTE IV. 

SUR LES FONCTIONS QUASI ENTIÈRES ET QUASI MÉROMORPHES. 



Je voudrais résumer ici rapidement quelques-uns des plus intéressants 
résultats d'un important Mémoire de M. Maillet (*), en insistant particu- 
lièrement sur ceux qui sont en relation plus étroite avec le sujet de ces 
Leçons. 

Indiquons d'abord, d'après M. Maillet, la définition des fonctions quasi 
entières et quasi méromorphes. 

Soient ^\{t)^ ')'î(^)ï •• -^ l'nCO des fonctions entières de t et la 
fonction 

est dite une fonction quasi entière à n points singuliers essentiels (*) 
ai, Otj . . ., an. 

Si les fonctions ^^i, ij/^, ..., '^n^ siu lieu d'êlre supposées entières, sont 
supposées méromorphes, la fonction /(z) sera dite quasi méromorphc. 

On déduit aisément des théorèmes connus de Weierstrass que toute 
fonction quasi méromorphe est le quotient de deux fonctions quasi 
entières et que toute fonction quasi entière peut se mettre sous la forme 

où fi(/), fsCOi • • •! ?/i(^) so<^^ ^^^ fonctions entières. 

M. Maillet étend aux fonctions quasi entières et quasi méromorphes un 



( ') Sur les fonctions entières et quasi entières {Journal de M. Jordan, 190?, 
fascicule IV). Je tiens à remercier M. Maillet, qui a bien voulu me communiquer 
les bonnes feuilles de son Mémoire, non encore paru uu moment où j'écris ces 
lignes. 

(•) En particulier, on peut avoir a, — x; doit alors, comme l'on sait, 

z a, 

être remplacé par 5;' si, de plu«î, /i = 1, on a une fonction enliôre. 



Il8 NOTE IV. 

grand nombre de propriétés des fonctions entières et méromorphes, en 
particulier le théorème de M. Picard et ses généralisations ('). 

En particulier, on peut définir Vordre de la fonction quasi entière ou 
quasi méromorphe au voisinage de chacun des points singuliers, et il y e, 
entre Tordre et l'exposant de convergence de la suite des modules des 
zéros et des pôles ('), les mêmes relations dans le cas des fonctions entières 
et méromorphes. 

De même la notion de croissance régulière s'étend aux fonctions quasi 
entières et quasi méromorphes et a les mêmes importantes conséquences 
dans leur théorie que dans la théorie des fonctions entières ('). 

M. Maillet étend aussi aux fonctions quasi entières certaines propriétés 
des racines des fonctions entières, dues à Laguerre et à d'autres auteurs (*). 
ËnBn, il indique des propriétés nouvelles des fonctions entières et quasi 
entières. L'étude détaillée de ces propriétés nous éloignerait trop de notre 
sujet; aussi, malgré leur intérêt, devons-nous nous contenter de signaler 
celles qui sont relatives à la réalité des racines et au calcul des sommes de 
puissances semblables des racines au moyen de formules analogues à celles 
de Newton. 

Je tiens cependant à signaler une extension d'un important théorème de 
M. Hadamard, déjà généralisé dans mes Leçons sur les /onctions entières. 
Celte extension est obtenue au moyen de la méthode d'exclusion dont 
j'ai déjà, à diverses reprises, signalé Timporlance dans mes Leçons (*). 
Le théorème obtenu par M. Maillet est le suivant : 

Étant donné un produit canonique G{z) de facteurs primaires 
d'ordre p et un nombre positif arbitraire e, si l'on décrit autour de 
chaque zéro un cercle de rayon r^ fini {ri^i arbitraire) en tout point 
extérieur à ces cercles, on a, pour \ z \ assez grand, l'inégalité 



\G{z)\>e-r^ 



.?+* 



(') Au sujet de cette extension, voir une Noie de M. Hadamard {Comptes 
rendus, i*' juin 1896). Dans cette intéressante Note, M. Hadamard indique quelle 
marche on pourrait suivre pour étendre le cas particulier le plus simple du théo- 
rème de M. Picard à une fonction uniforme possédant un point singulier essen- 
tiel isolé; en suivant les indications de M. Hadamard, il serait aisé de généra- 
liser les résultats de M. Maillet. 

(') Au voisinage du point z = a-, on considère la suite des quantités j 

I ^m ^i I 

qui se réduisent à | ^„ | lorsque l'on suppose a..= 00. 

(*) Leçons sur les fonctions entières. Note IL 

(*) Leçons sur les fonctions entières, Chap. IL 

(*) Voir Leçons sur la théorie des fonctions, Chap. V; Leçons sur les fonc- 
lions entières, et ces Leçons, p. 78. 
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La même inégalité a lieu pour une Jonction entière f{z) quelconque, 
p désignant alors son ordre apparent. 

Ce théorème se démontre par une méthode tout à fait semblable à celle 
que j'ai indiquée dans mes Leçons sur les fonctions entières (p. 76). 
Signalons encore une conséquence intéressante qu'en déduit M. Maillet. 

Soit f(z) = AoH- Ai5 -r. . . une /onction entière de genre fini et 
d'ordre apparent ç>' 

fi{z)= Ao-h A,^ -^...-\- Xizi. 

Dès que l dépasse une certaine limite finie, à toute racine de fi{z) 

de module inférieur à fi'^^ correspond une racine de fiz), les mo- 
dules des deux racines dij^érant d'aussi peu qu'on veut, pourvu que l 
soit assez grand. 

Nous bornerons là cette analyse rapide du Mémoire de M. Maillet, dési- 
rant surtout l'avoir signalé et ne pouvant songer à en rendre la lecture et 
Tétude inutiles (>). 



(*) J'ai connaissance, au moment où je termine la correction des épreuves, de 
deux Notes de M. Pringsheim, parues dans le Tome XXXII des Comptes rendus 
de Vjécadémie des Sciences de Munich (p. 163-192 et 295-304). Je dois me 
contenter de signaler ces Notes, dans lesquelles se trouve traitée d'une manière 
élémentaire et simple l'étude des relations entre la croissance d'une fonction 
entière et la décroissance de ses coefficients. 



MN. 
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